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INTEGRALES DE LINEA DE CAMPOS VECTORIALES

Una de las aplicaciones mds importantes de las integrales de linea a la
Fisica tiene que ver con campos de fuerza...

Las consideraciones siguientes se realizan en tres dimensiones,
pero son completamente andlogas para el caso bidimensional.

Supongamos que la fuerza que acttia sobre cada punto (x, y, z) en cierta
region del espacio estd dada por el campo vectorial tridimensional

F(x,y,z) = P(x,y,2)i+ Q(x,y,2)j+ R(x,y, 2)k

donde P, Q y R son funciones continuas (a valores reales). Es decir, F es
un campo vectorial continuo sobre R3 que representa una fuerza (como el
campo gravitacional del EJEMPLO 4 de la seccién 16.1, o el campo de
fuerzas eléctricas del EJEMPLO 5 de la misma seccién).
Recordemos...
El trabajo que efecttia una fuerza constante F al mover un objeto
desde un punto P hasta otro punto @ en el espacio es W= F - D,

—
donde D =PQ es el vector desplazamiento.
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Si deseamos calcular el trabajo realizado por esta fuerza al mover una
particula a lo largo de la curva suave C, podemos proceder como sigue:
e Se divide el intervalo [a, b] del pardmetro en n subintervalos [t;_1, ;]
(i=1,2,...n, tog = a, t, = b) de igual longitud At = (b—a)/n.
Luego, paracada i =1,2,....,n:
: e Se hace x; = X(t,'), Yi = y(t,') Yy zj = Z(t,').

Fixkyh ¥ Entonces,los puntos correspondientes P;(x;, yi, z;)
N, Tir¥) . .
o ML dividen a la curva C en n subarcos de longitudes
T—1 sy
|7 AN Asy, Asy, ..., As,.
T - o Se elije cualquier punto P/ (x*, y*, z) en el
. i-ésimo subarco. Dicho punto corresponde a un
h valor t* del pardmetro en el subintervalo [ti_1, t;].

Observacion: Si As; es pequefio, cuando la particula se mueve de P;_; a
P; a lo largo de C, sigue aproximadamente la direccién de T(t"), el vector
tangente unitario en P. T(t") es un modo de abreviar T(x", y", z").
Por lo tanto: El trabajo que efectia la fuerza F al mover la particula desde
P;_1 hasta P; es, aproximadamente,

FOx i 2) - [0S T(E)] = [F(xt i 2) - T(£)] As

! !
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y el trabajo total realizado al mover la particula a lo largo de C es,

aproximadamente,
n

¥ FOG.y2) - T(E)] As

Resulta intuitivamente evidente que estas aproximaciones mejoran a
medida que n se incrementa... Esto motiva la definicién del trabajo W
realizado por el campo de fuerza F como el limite de la suma anterior:

W= 1im Y [F(x'. v 2) - T(x' v/ 2")] Asi
n—oo i=1

— /C [F(x,y,z)-T(x,y,z)] ds notacion /CF -T ds

Teniendo en cuenta que la curva C estd representada por la ecuacién
vectorial r(t) = x(t)i+ y(t)j+ z(t)k, con a < t < b, el vector unitario
tangente es T =¥/(t)/ |r'(t)] y la igualdad anterior se convierte en

w = [ o) TV OF + O + 20 o

[ [Fen 28 iwwnae= [rewn v a
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En el desarrollo anterior se debe tener presente que escribir
F(r(t)) y T(r(t)) (o T(t)) son tan sélo formas de abreviar

Flx(t),y (), z(t)) vy T(x(t),y(t),z(t))

respectivamente.

Esta integral aparece también en otras dreas o aplicaciones de la fisica, lo
que motiva una definicién general para la integral de linea de cualquier
campo vectorial continuo...

Definicién (integral de linea de un campo vectorial)

Sea F un campo vectorial continuo cuyo dominio contiene una curva suave
C con ecuacion vectorial r(t), a < t < b. La integral de linea de F a lo
largo de C es

b

a

/CF-T ds:/ F(r(t)) - ¥(t) dt
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Notacién (importante): Dado que podemos escribir formalmente
dr = ¥'(t)dt, es usual denotar la integral de la definicién anterior
como fCF - dr.

De este modo, la integral de linea del campo vectorial (continuo) F a lo
largo de la curva C es
b
/F-dr — /F-T ds = / F(r(t)) - ¥(t) dt
C C

a
AnotaciénA AdefiniciénA AcdlculoA

Propiedad: A pesar de que (como hemos visto) el valor de las
integrales con respecto a la longitud de arco no cambia cuando
se invierte la direccién en que “se recorre” la curva C, para la
integral anterior se cumple lo siguiente: [ -F-dr = —[.F-dr.
Esto se debe a que el vector tangente unitario T (en el integrando)
es reemplazado por su negativo cuando C es reemplazada por —C.
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EJEMPLO [p. 1071]: Evaluemos [.F - dr

L. “Fr()
N
donde : \vl‘ll.t.l\
F(Xv Y, Z) = Xyl + yzj + zxk 0s F:rr}."-m*.‘_'j.___‘c
RN
“~1bi H el . F(r(1/2)) ~—
y C es la “cibica torcida” con ecuaciones e
paramétricas viay i o
X=t y= 1_-2 z = t3 0<t<1 Vectores representativos que

actdan en tres puntos sobre C

Solucién: En este caso, una ecuacién vectorial para C es
r(t) =ti+t’j+tk con 0<t<1
Entonces, tenemos que
F(r(t)) =F(t, 2, ) = i+ 2+ t'k y r(t) =i+2tj+ 3tk
Luego,
[F - dr :/OlF(r(t)) (1) dt = /01 (£ (1) + 5 (2t) + £ (382)] it

1 t=
_ 3 6 . ’ _ 1,5 __ 27
_./O (B+5¢0) de=[§455] " =1+3=3 m

=0
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Para finalizar, notemos la relacién entre las integrales de linea de los
campos vectoriales y las integrales de linea de los campos escalares...

Supongamos que el campo vectorial continuo F sobre IR? es dado, a través
de sus funciones componentes, por la ecuacion:

F(x,y,z) =P(x,y,z2)i+ Q(x,y,2)j+ R(x,y, ) k

Entonces, su integral de linea a lo largo de una curva C (incluida en su
dominio) verifica lo siguiente:

/CF-dr _ /abF(r(t))-r’(t) dt:/abF(x(t),y(t),z(t))-r’(t) dt
b

— /abP(x(t),y(t),z(t))x/(t) di+ | QUx(8)y(1).2(2))y' (1) dt
b

+ [ R(x(2).y(1).2(1))Z(t) dt

a

- /CP(X,y,Z)dX—i-/CQ(Xv%Z)d}/‘f‘/CR(Xv)/vZ)dZ

= /CP(varZ)dX—f—Q(X,y,z)dy—i—R(x,y,z)dz
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EJEMPLO: La integral de linea

/ (1—y)dx—|—(3y—|—z2) dy + xdz
Cc

/F-dr
JC

F(x,y,z) = (1—y)i+ (3y +2°)j+ xk [

se podria expresar como

donde

ATENCION
Hasta AQUI, en esta presentacion, los temas desarrollados estan
incluidos en la seccion 16.2 del libro de cabecera del curso (Stewart).

En lo que resta, se abordan los temas correspondientes a la seccion
16.3 de dicho libro.
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Recordemos...
El TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO tiene dos partes:
@ La primera establece, bajo hipétesis adecuadas, la resolucién de
integrales (simples) indefinidas mediante antiderivadas...

o La segunda (Regla de Barrow o Teorema del cambio neto), establece
que si F es una funcién real (de una variable) tal que F’ (su derivada
ordinaria) es continua sobre el intervalo [a, b, entonces

/bF’ (x) dx = F (b) — F (a)

a

En nuestro curso, se puede decir que existe un resultado que “generaliza”
la férmula anterior si pensamos en el vector V£ de una funcién (real) f de
dos o tres variables como una especie de “derivada” de f...

A dicha generalizacion nos dedicaremos en esta clase...
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A modo también de recordatorio...
Supongamos que dos variables, x e y, dependen de una tercer variable t
(llamada parametro) por medio de las ecuaciones x = x (t) e y = y (t).
Entonces:
o Cada valor de t determina un punto (x, y) que se puede representar
en un plano coordenado.
e Cuando t varia de forma continua, el punto (x,y) = (x (t),y (t))
también varia y traza una curva C en dicho plano.
La curva C se llama curva paramétrica y las dos ecuaciones que
describen las coordenadas de sus puntos, ecuaciones paramétricas o
parametrizacion de C.
e El sentido (u orientacién) positivo sobre C es la direccién en que se
mueve un punto al aumentar t.
e Cuando la variacién de t se restringe a un intervalo [a, b], podemos
decir que (x (a),y (a)) es el punto inicial de C, y (x(b),y (b)) es
su punto final.

De manera andloga, se pueden definir curvas paramétricas en el espacio,

considerando una tercer ecuacién z = z (t).
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INDEPENDENCIA DE LA TRAYECTORIA

En general, el valor de cualquiera de las integrales de linea anteriormente
definidas depende de la curva C sobre la cual se integre, atin cuando
se compara en curvas que coinciden en sus puntos inicial y final.

No obstante, hay condiciones necesarias y/o suficientes para que esto no
suceda, al menos en las integrales de linea de ciertos campos vectoriales.

Definicién (trayectoria entre dos puntos)

A una curva suave por tramos (en el plano o en el espacio) con punto
inicial A y punto final B se le llama trayectoria de A a B.

Definicién (independencia de la trayectoria)

Se dice que una integral de linea es independiente de la trayectoria en
cierta region (del plano o del espacio) cuando su valor es el mismo para
todas las trayectorias contenidas en dicha region que coinciden en sus
puntos extremos (inicial y final).
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INDEPENDENCIA DE LA TRAYECTORIA

El siguiente desarrollo tedrico se realiza en dos dimensiones, pero es
completamente an anadlogo para el caso tridimensional.

Observaciones:

Si f (x,y) es una funcién escalar (real):

° fC x,y) ds no puede ser independiente de la trayectoria en ninguna
region abierta (pensar en la interpretacion gedmetrica de esta integral).

o [of(xy)dx= [.F-drdondeF(x,y)=f (x,y)i+0j, mientras que
Jcf (x,y)dy = [-F-drdonde F(x,y) =0i+f (x,y)].

Por lo tanto:

La teoria sobre independencia de la trayectoria, aunque involucra
campos escalares, se refiere fundamentalmente a integrales de linea
de campos vectoriales.
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INDEPENDENCIA DE LA TRAYECTORIA

El siguiente teorema establece que, en condiciones adecuadas, la integral
de linea del campo vectorial gradiente es precisamente el cambio neto en
su campo escalar correspondiente, y es, por lo tanto, independiente de la
trayectoria.

Teorema (T. fundamental de las integrales de linea)

Sea C una curva suave en el plano (o en el espacio) representada por la
funcion vectorial v (t), con a < t < b. Sea f una funcion real
(diferenciable) de dos (o de tres) variables tal que el campo vectorial V f
es continuo sobre C. Entonces:

/CVf-dr:f(r(b))—f(r(a))

Nota: Si bien el teorema anterior se enuncia sélo para el caso de curvas
suaves, también es vdlido para curvas suaves por tramos. jPor qué?
Utilizar la formulacién dada para justificar dicha versién mas general.
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Observacién importante: En la férmula establecida en el teorema previo
se realiza un “abuso de notacion”, ya que “se evalia” a f en los vectores
r(a) y r(b), siendo que su dominio es un conjunto de puntos (en el plano
R? o en el espacio IR?)... En un sentido matematico riguroso: f (r(a)) y
f (r(b)) representan los valores de f en los puntos terminales de los

vectores de posicion de r(a) y r (b), respectivamente.

Para el caso bidimensional (C es una curva plana),

con punto inicial A(x,y1) y punto final B (x2, y2), Al [ B
dicha férmula resulta: ) \
| ° et
/Vf ~dr = f(B) = f(A) =f(x,y2)—f(xan) NS
C

Para el caso tridimensional (C es una curva en el
espacio), con punto inicial A (x1,y1,21) y punto
final B (x2, y2,22), la férmula es:

/CVf-dr:f(B)—f(A)
= f(x2,y2,22) - f(le}/l:Zl)
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INDEPENDENCIA DE LA TRAYECTORIA

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS INTEGRALES DE LINEA

DEMOSTRACION DEL TF de las IL
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[ZEINEN Calcule el trabajo que realiza el campo gravitacional

al mover una particula de masa m desde el punto (3, 4, 12) hasta el punto (2, 2, 0)a lo
largo de la curva C suave por tramos (véase el ejemplo 4 de la seccion 16.1).

SOLUCION De acuerdo con la seccién 16.1, sabemos que F es un campo vectorial
conservativo y, de hecho, F = Vf, donde

mMG
Vxr+y2+ 22

flx,y,2) =
Por tanto, segtin el teorema 2, el trabajo realizado es
W= L‘F vdr= | Vf-dr

=f(2,2,0) — f(3,4,12)

_ mMG mMG . _L) .
V27427 3T+ 47+ 122 2J_ 13
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Para entender mejor los préximos resultados conviene recordar lo siguiente:
@ Una curva C en el plano (o en el espacio) es

e cerrada, si su punto inicial coincide con su punto final;
e simple, si no se corta a si misma en ninguna parte de su “recorrido”.

‘ - — N . N

simple, no cerrada  simple, cerrada  no simple, no cerrada  no simple, cerrada

@ Una region D en el plano (o en el espacio) es
o abierta, si para todo punto A de D existe un disco (de radio mayor que
0) con centro A completamente contenido en D;
e conexa, si todo par de puntos Ay B de D se pueden unir por una
trayectoria (curva suave por tramos) completamente contenida en D;
o simplemente conexa, si el interior de toda curva cerrada simple C
contenida en D tiene sélo puntos de D (no hay “hoyos” en la region).

simplemente conexa conexa no conexa

(y conexa) (no simplemente conexa)  (ni simplemente conexa)
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Ahora, con estas definiciones en mente...

Ejercicio: Sea F un campo vectorial continuo sobre cierta regién D (en el
plano o en el espacio). Demostrar que [ F - dr es independiente de la
trayectoria en D si y sélo si fC F - dr = 0 para toda trayectoria cerrada C
en D. (Ver Teorema 3 de la pdg.1077 y la discusién que le precede.)

El Teorema Fundamental de las IL permite establecer inmediatamente la
independencia de la trayectoria, en cualquier regién abierta y conexa D, de
la integral [ F - dr cuando F = V£ (F es conservativo) y es continuo
sobre D. El siguiente teorema puede considerarse reciproco (o inverso) de
este resultado...

Teorema

Sea F un campo vectorial continuo sobre cierta region abierta y conexa D
(en el plano o en el espacio). Si f ¢ F - dr es independiente de la trayectoria
en D, entonces F es un campo vectorial conservativo sobre D, es decir,
existe una funcion escalar f (de dos o de tres variables) tal que F = Vf.

DEMOSTRACION en pag.1077-1078.

FCFMyN-Universidad Nacional de San Luis  CALCULO Il / ANALISIS MATEM. Il INTEGRALES DE LINEA



El siguiente resultado, propone un método para descartar facilmente que la
integral de un campo vectorial bidimensional continuo sea conservativo vy,
por lo tanto, en una regién abierta y conexa, independiente de la
trayectoria en ella...

Teorema

SeaF(x,y) =P (x,y)i+ Q(x,y)j un campo vectorial conservativo tal
que P y Q tienen primeras derivadas parciales continuas sobre cierta
region (abierta) D. Entonces, (necesariamente) para todo punto en D:

oP  9Q

dy  ox

DEMOSTRACION en p&g.1078.
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i1 IFETZTF] Determine si el campo vectorial

Fao,=@x—-wi+tx—-2)j
es conservativo o no lo es.

SOLUCION Sea P(x,y) =x — yy Q(x, y) = x — 2. Entonces

o _ 99 _

1
dy ox

Como aP/dy # aQ/ax, F no es conservativo segtin el teorema 5.
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El inverso de este teorema es vdlido sélo para una clase especial de regiones
Yy, aunque proporciona un método practico para comprobar que un campo
vectorial sobre R? es conservativo, no especifica la funcién de potencial...

Teorema

SeaF(x,y) =P (x,y)i+ Q(x,y)j un campo vectorial tal que P y Q
tienen primeras derivadas parciales continuas sobre cierta region (abierta)
simplemente conexa D, las cuales satisfacen que

o _2Q
dy  Ox

Entonces, (necesariamente) F es conservativo.

DEMOSTRACION: es una consecuencia del Teorema de Green (que se
verd mds adelante).
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7 IZEIZTE] Determine si el siguiente campo vectorial

Fx,y V=038 +2xy)i+ (x2—3)j
es conservativo o no.

SOLUCION Sea P(x,y) =3 + 2xyy Q(x, y) = x> — 3y”. Entonces

apP aQ
— =2y =—
ay ax

Asimismo, el dominio de F es todo el plano (D = [?), el cual es abierto y simplemente
conexo. Por tanto, podemos aplicar el teorema 6 y concluir que F es conservativo. 1l
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