Unidad 4
CALCULO VECTORIAL

INTEGRALES DE LINEA

Libro de referencia principal:

Cdlculo de varias variables
(7ma Edicién)

Autor:
James Stewart

Plataforma virtual del curso: https://calculo2-unsl-1c2019.weebly.com

FCFMyN-Universidad Nacional de San Luis  CALCULO Il / ANALISIS MATEM. II INTEGRALES DE LINEA



INTEGRALES DE LINEA

INTRODUCCION

A continuacién, definiremos una clase de integrales que son
similares a las integrales simples, excepto que, en lugar de
integrar sobre un intervalo de nimeros reales, se integra
sobre una “curva” (o recta), en el plano o en el espacio
(R? o IR?), generada mientras una/dos variable/s independiente/s
(parametro/s) “recorre/n” cierto/s intervalo/s en RR.
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Comencemos considerando una curva plana C descripta por medio de las
ecuaciones paramétricas

x = x(t) y =y(t) a<t<b
o, equivalentemente, por la ecuacién vectorial

r(t) = (x(1), y(t)) = x(t)i+ y(t)j.
Supongamos, ademds, que C es una curva “suave” (o “regular”).

Recordemos...

Esto significa que:

Las derivadas ordinarias x’(t) e y’(t) son continuas y no se anulan
simultdneamente en [a, b].

En notacién vectorial:

La funcién vectorial ¥'(t) = x'(t)i+ y'(t)j es continua y satisface
que r'(t) # 0 para todo t en [a, b].
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INTEGRALES DE LINEA DE FUNCIONES ESCALARES

Ahora, consideremos una funcién real f de dos variables con dominio que
incluye a C. Para definir una integral de f sobre C se procede como sigue:
e Se divide el intervalo [a, b] del pardmetro en n subintervalos [t;_1, ti]

(i=1,2,...n, ty = a, t, = b) de igual longitud At = (b—a)/n.
Luego, paracada i =1,2,....,n:

y g, [fiedd e Se hace x; = x(t;) ey = y(ti). Ento.n.ces,
’5’,_._..«-?' 7{; los puntos correspondientes P;(x;,)‘/,-) dividen
A ( r a la curva C en n subarcos de longitudes
l",P- || || { ./ Asi, Asy, ..., Asp,.
_..\'P” | | e Se elije cualquier punto P¥(x, y’) en el
0 V] x j-ésimo subarco. Dicho punto corresponde a
;’?‘i . un valor t/ del pardmetro en el subintervalo
a b
i; I;

i [t,',l, t,-].

e Se evaliia f en cada punto P} elegido en el paso anterior y se multiplica
dicho valor por la longitud As; del subarco al que pertenece.
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e Finalmente, se forma la siguiente suma (similar a una suma de Riemann):

Y F (v )As,
=1

y se toma su /imite cuando la cantidad n de subintervalos (y subarcos) es
cada vez mayor...

Definicion (integral de linea de una funcién de dos variables)

Sea f una funcion real de dos variables cuyo dominio contiene una curva
suave C con ecuaciones paramétricas

x = x(t) y =y(t) a<t<b

La integral de linea (o integral curvilinea) de f a lo largo de C (con
respecto a la longitud de arco) es

si este limite existe.
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Evaluacion de la integral de linea de una funcién de dos variables:
Se puede demostrar (aunque no lo haremos en este curso) que, si f
es continua sobre una regién (abierta) D que contiene a C, entonces
el limite de la definicién anterior existe y su valor no depende de la
parametrizacion elegida para representar la curva C. Ademds, se
puede calcular como una integral simple mediante la siguiente férmula:

Jereend= | (o) y<t>>wx'<r>]2+ /() e

—/ /()] dt

Observacion: En el caso especial en que el valor de f es constantemente
igual a 1 sobre la curva C, tenemos que

/Cf(x,y)ds:/Cds:/ab\/[xf(t>]2+[y,(t>]zdt

longitud de C ‘ :

da, precisamente, la
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Interpretacién geométrica de la integral de

linea de una funcién real de dos variables:

Cuando f(x,y) > 0 para todo (x,y) en C, la

]- 3 | integral [ f(x,y)ds da el drea de la “cerca”
o “cortina” que tiene por base a la curva C

i ﬂgm y cuya altura por encima de cada punto de C
estd dada por su correspondiente valor bajo f.

Otras propiedades:

» Al ser similares a las integrales simples sobre intervalos y poder,
generalmente, evaluarse a través de estas, las integrales de linea satisfacen
propiedades algebraicas semejantes a las de aquellas. Por ejemplo: la
integral de una suma de dos (o mds) funciones es igual a la suma de las
integrales de cada funcién (siempre que existan), la integral del producto
de una funcién por una constante es igual al producto de dicha constante
por la integral de la funcién, etc.

» Si —C denota la curva que consiste de los mismos puntos que C, pero
con la orientacién opuesta, entonces: ’ J cfx,y)ds= [ f(x,y)ds ‘
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EJEMPLO [p.1064]: Evaluemos [ (2+ x2y) ds, donde C es la mitad
superior de la circunferencia unitaria x> 4+ y? = 1.

Solucién: Aqui, el integrando f(x,y) = 2+ x2y es una funcién continua
en todo IR? (pues es un polinomio en dos variables), lo que garantiza la
posibilidad de aplicar la férmula dada anteriormente...

Para aplicar dicha férmula, [ En este caso,
lo primero que necesitamos P Lzo podemos escribir:
es representar C por medio \ X = cost y = sent

de ecuaciones paramétricas. . 0<t<rm

Luego:
[@exyyds = [Trixo. @) I (OF + (o) dr
= /n[2 + (cost)? sent]\/(—sent)2 + (cost)?dt
0

7T
= / (2 4 cos®t sent)V/sen2t + cos?tdt
0

COS3t 7'[ <
3 |, 3

T
= /(2+cosztsent)dt:[2t—
0
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No son pocos los casos en que interesa una curva que no es suave, pero
que, sin embargo, se puede “descomponer” en una cantidad finita de
curvas suaves. Sobre esta clase de curvas es muy sencillo extender la
definicion de integral de linea...

Se dice que una curva C es suave por tramos
si es la unién de una cantidad finita de curvas I

suaves, digamos (i, (o, ..., C,, tales que el /e
punto inicial de C; 11 es el punto final de G, e
parai =12, .., n—1

En este caso, la integral de linea de f(x, y) a lo largo de C se define
como la suma de las integrales de f a lo largo de cada una de las “partes
suaves’ de C. Esto es:

/Cf(x,y)ds:/le(x,y)ds+/c2f(x,y)d5—|—...—|—/Cnf(x,y)ds

siempre que todas las integrales existan.
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EJEMPLO [p.1065]: Evaluemos [ 2xds, donde C es 102
la curva que consiste del arco C; de la parabola y = x>
desde (0,0) hasta (1,1) seguido por el segmento recti- o/
lineo C, que va desde (1,1) hasta (1,2).

Solucién: Una parametrizacién para la curva suave (; es
x=t y=t 0<t<1
y, aplicando la férmula correspondiente, se tiene que

Je2xds = [12t\/T2+ (2t)2dt = [;2tv/1+ 42dt = %[

(1+4t2)3/2]

Por otra parte, la curva suave (, se puede parametrizar como
x=1 y=t 1<t<2
y se sigue que
J,2xds = [72(1)V/02 + 12dt = [[2dt = [21]] =2
Luego, la integral de f(x,y) = 2x a lo largo de la curva suave por tramos
C=GUGes

Je2xds = [ 2xds+ [ 2xds = V112 W
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Al considerar una funcién (real) f de dos variables cuyo dominio contiene
una curva suave C, se pueden definir otras dos integrales de linea de f a lo
largo de C. Estas se obtienen reemplazando As; por Ax; = x; — xj_1, 0
bien, por Ay; = y; — ;1 en la definicion de [-f(x,y)ds.

Definicion (otras variantes de integrales de linea)

Sea f una funcion real de dos variables cuyo dominio contiene una curva
suave C con ecuaciones paramétricas

x=x(t) y=y(t) a<t<b
Las integrales de linea de f a lo largo de C “con respecto a x” y
“con respecto a y” son, respectivamente:

/ f(x,y)dx = 1im) f(x{ yi)Ax;
¢ TRis

[ fOandy = Jim Y- r )8y
C HHOOI:l

si el limite correspondiente existe.
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Evaluacion de la integral de linea con respectoa xy a y
También en estos casos se puede demostrar que, si f es continua sobre
una region (abierta) D que contiene a C, entonces los limites de la
definicién anterior existen y sus valores son los mismos para todas las
parametrizaciones de la curva C (siempre y cuando tengan la misma
orientacién). Dichos valores se pueden calcular expresando todo en
términos de la variable paramétrica t mediante las férmulas siguientes:

b
Gy = [TFxe)y(0)x (6)de

b
|Fxundy = [“Fx(e)y(0)y ()t

Ejercicio: Analizar (geométricamente) qué se obtiene de las férmulas
anteriores en el caso especial en que el valor de f es constantemente
igual a 1 sobre la curva C.
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Propiedades:
» Estas integrales de linea también satisfacen propiedades algebraicas

semejantes a las de las integrales simples.
» Si —C denota la curva que consiste de los mismos puntos que C, pero

con la orientacién opuesta, entonces:
[ [ cfloy)ds == [ flx.y)dx y [ Flx.y)dy=— [ f(x,y)dy |

Notacion (importante): Frecuentemente, en las aplicaciones,
aparecen integrales de linea con respecto a x y a y, combinadas
en la forma

/Cf(x.y)der/Cg(ny)dy

Cuando esto ocurre, se estila abreviar la suma anterior escribiendo
simplemente:

/Cf(x. y)dx + g(x,y)dy

FCFMyN-Universidad Nacional de San Luis  CALCULO Il / ANALISIS MATEM. Il INTEGRALES DE LINEA



EJEMPLO [p.1067]: Evaluemos y

fc y?dx + xdy, donde: 02

a) C = (i es el segmento rectilineo desde c./ ™~
o s x

(=5, —3) hasta (0,2). o

- .\'=4—_v2

b) C= C2 es el arco sobre la para’bo|a ]
=5.-3)

x = 4 — y? desde (—5, —3) hasta (0,2).
Solucién (de a):
a) Una representacién paramétrica del segmento rectilineo es
x=5t—-5 y=5t-13 0=r=1
{Use la ecuacién 8 con ro = {—5, —3) y r1 = (0, 2}.) Entonces dx = 5 dt, dy = 5 dt,
v con la formula 7 se tiene

|y dx+xdy = 1‘0' (5t — 345 dr) + (5t — 5)(5dy)

B

= 5] (2512 — 25t + 4) di

("1
o

257 252 : 5
= 5|: — + 4;:| = ——

3 2
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EJEMPLO [p.1067]: Evaluemos y

fc y?dx + xdy, donde: S

a) C = (i es el segmento rectilineo desde c./ ™
o s x

(=5, —3) hasta (0,2). A

b) C= C2 es el arco sobre la parébo|a . ___
x = 4 — y? desde (=5, —3) hasta (0,2). "
Solucién (de b):

b) Puesto que la pardbola estd definida como una funcién de v, tomamos a y como el
parimetro y escribimos C; como

x=4 -y y=y —“I=y=2
Entonces dx = —2y dv y de acuerdo con la férmula 7 tenemos

)

L. yidx + xdy =J =2y dy + (4 — y')dy
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Observacion: Los valores obtenidos en los incisos a) y b) del ejemplo
anterior son diferentes entre si a pesar de que las curvas (7 y (, tienen
los mismos puntos extremos...

En general, el valor de una integral de linea depende no sélo de
los puntos extremos de la curva, sino también de la trayectoria.

La teoria desarrollada hasta aqui sobre integrales de linea se
puede generalizar de manera completamente andloga para el
caso tridimensional:

Las definiciones y propiedades mds importantes se pueden
encontrar reformuladas y ejemplificadas para este caso en las
paginas 1068 y 1069 del libro de cabecera de este curso.

Ejercicio: Leer/estudiar dichas pdginas.
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INTEGRALES DE LINEA DE CAMPOS VECTORIALES

Una de las aplicaciones mds importantes de las integrales de linea a la
Fisica tiene que ver con campos de fuerza...

Las consideraciones siguientes se realizan en tres dimensiones,
pero son completamente andlogas para el caso bidimensional.

Supongamos que la fuerza que acttia sobre cada punto (x, y, z) en cierta
region del espacio estd dada por el campo vectorial tridimensional

F(x,y,z) = P(x,y,2)i+ Q(x,y,2)j+ R(x,y, 2)k

donde P, Q y R son funciones continuas (a valores reales). Es decir, F es
un campo vectorial continuo sobre R3 que representa una fuerza (como el
campo gravitacional del EJEMPLO 4 de la seccién 16.1, o el campo de
fuerzas eléctricas del EJEMPLO 5 de la misma seccién).
Recordemos...
El trabajo que efecttia una fuerza constante F al mover un objeto
desde un punto P hasta otro punto @ en el espacio es W= F - D,

—
donde D =PQ es el vector desplazamiento.
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Si deseamos calcular el trabajo realizado por esta fuerza al mover una

particula a lo largo de la curva suave C, podemos proceder como sigue:
e Se divide el intervalo [a, b] del pardmetro en n subintervalos [t;_1, ;]
(i=1,2,...n, tog = a, t, = b) de igual longitud At = (b—a)/n.

Luego, paracada i =1,2,....,n:

Fixlf yh ¥
K *
4 Titi)

Fioa .'.--"If"--.
AR T

e Se hace x; = X(t,'), Yi = y(t,') Yy zj = Z(t,').
Entonces,los puntos correspondientes P;(x;, yi, z;)
dividen a la curva C en n subarcos de longitudes
Asi, Asp, ..., Asp,.

e Se elije cualquier punto Py (x;, y*, z*) en el
i-ésimo subarco. Dicho punto corresponde a un
valor t* del pardmetro en el subintervalo [ti_1, t;].

Observacion: Si As; es pequefio, cuando la particula se mueve de P;_; a
P; a lo largo de C, sigue aproximadamente la direccién de T(t"), el vector
tangente unitario en P. T(t") es un modo de abreviar T(x", y", z").
Por lo tanto: El trabajo que efectia la fuerza F al mover la particula desde
P;_1 hasta P; es, aproximadamente,

FOx i 2) - [0S T(E)] = [F(xt i 2) - T(£)] As

1
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y el trabajo total realizado al mover la particula a lo largo de C es,

aproximadamente,
n

¥ FOG.y2) - T(E)] As

Resulta intuitivamente evidente que estas aproximaciones mejoran a
medida que n se incrementa... Esto motiva la definicién del trabajo W
realizado por el campo de fuerza F como el limite de la suma anterior:

W= 1im Y [F(x'. v 2) - T(x' v/ 2")] Asi
n—oo i=1

— /C [F(x,y,z)-T(x,y,z)] ds notacion /CF -T ds

Teniendo en cuenta que la curva C estd representada por la ecuacién
vectorial r(t) = x(t)i+ y(t)j+ z(t)k, con a < t < b, el vector unitario
tangente es T =¥/(t)/ |r'(t)] y la igualdad anterior se convierte en

w = [ o) TV OF + O + 20 o

[ [Fen 28 iwwnae= [rewn v a
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En el desarrollo anterior se debe tener presente que escribir
F(r(t)) y T(r(t)) (o T(t)) son tan sélo formas de abreviar

Flx(t),y (), z(t)) vy T(x(t),y(t),z(t))

respectivamente.

Esta integral aparece también en otras dreas o aplicaciones de la fisica, lo
que motiva una definicién general para la integral de linea de cualquier
campo vectorial continuo...

Definicién (integral de linea de un campo vectorial)

Sea F un campo vectorial continuo cuyo dominio contiene una curva suave
C con ecuacion vectorial r(t), a < t < b. La integral de linea de F a lo
largo de C es

b

a

/CF-T ds:/ F(r(t)) - ¥(t) dt
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Notacién (importante): Dado que podemos escribir formalmente
dr = ¥'(t)dt, es usual denotar la integral de la definicién anterior
como fCF - dr.

De este modo, la integral de linea del campo vectorial (continuo) F a lo
largo de la curva C es
b
/F-dr — /F-T ds = / F(r(t)) - ¥(t) dt
C C

a
AnotaciénA AdefiniciénA AcdlculoA

Propiedad: A pesar de que (como hemos visto) el valor de las
integrales con respecto a la longitud de arco no cambia cuando
se invierte la direccién en que “se recorre” la curva C, para la
integral anterior se cumple lo siguiente: [ -F-dr = —[.F-dr.
Esto se debe a que el vector tangente unitario T (en el integrando)
es reemplazado por su negativo cuando C es reemplazada por —C.
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EJEMPLO [p. 1071]: Evaluemos [.F - dr

L. “Fr()
N
donde : \vl‘ll.t.l\
F(Xv Y, Z) = Xyl + yzj + zxk 0s F:rr}."-m*.‘_'j.___‘c
RN
“~1bi H el . F(r(1/2)) ~—
y C es la “cibica torcida” con ecuaciones e
paramétricas viay i o
X=t y= 1_-2 z = t3 0<t<1 Vectores representativos que

actdan en tres puntos sobre C

Solucién: En este caso, una ecuacién vectorial para C es
r(t) =ti+t’j+tk con 0<t<1
Entonces, tenemos que
F(r(t)) =F(t, 2, ) = i+ 2+ t'k y r(t) =i+2tj+ 3tk
Luego,
[F - dr :/OlF(r(t)) (1) dt = /01 (£ (1) + 5 (2t) + £ (382)] it

b 56\ 4 ¢ s
= 3 45¢0) gt = [& 15| =
/o ( + ) [4+ 7}1“:0
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Para finalizar, notemos la relacién entre las integrales de linea de los
campos vectoriales y las integrales de linea de los campos escalares...

Supongamos que el campo vectorial continuo F sobre IR? es dado, a través
de sus funciones componentes, por la ecuacion:

F(x,y,z) =P(x,y,z2)i+ Q(x,y,2)j+ R(x,y, ) k

Entonces, su integral de linea a lo largo de una curva C (incluida en su
dominio) verifica lo siguiente:

/CF-dr _ /abF(r(t))-r’(t) dt:/abF(x(t),y(t),z(t))-r’(t) dt
b

— /abP(x(t),y(t),z(t))x/(t) di+ | QUx(8)y(1).2(2))y' (1) dt
b

+ [ R(x(2).y(1).2(1))Z(t) dt

a

- /CP(X,y,Z)dX—i-/CQ(Xv%Z)d}/‘f‘/CR(Xv)/vZ)dZ

= /CP(varZ)dX—f—Q(X,y,z)dy—i—R(x,y,z)dz
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EJEMPLO: La integral de linea

/ (1—y)dx+(3y+z2) dy + xdz
C

/F-dr
C

F(x,y,z) = (1—y)i+ (3y +2°)j+ xk [ |

se podria expresar como

donde
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