Seccidn 16.6 Superficies paramétricas y sus areas

CALCULO 2: Ejercicios resueltos

A continuacion se presentan algunos ejercicios resueltos en relacion a los temas trabajados en la
seccion 16.6 para que éstos sirvan de modelo a la hora de desarrollar los ejercicios propuestos

Ejercicio: Identifique la superficie con la ecuacion vectorial dada:

r(u,v) =(2senu,3cosu,vycon0 <v <2

xX=2senu
La superficie tiene ecuaciones paramétricas y y = 3 cosu 0<sv<2
Z=7V

Para darnos una idea de la superficie, podemos despejar y operar con las dos primeras ecuaciones, asi
obtendremos g =senuy % = cos u.

Elevando al cuadrado ambos miembros de ambas ecuaciones y sumando encontramos

2 2 2 2
(’z—C) + (%) = (sen u)? + (cosu)? = 1, esto es, % + y? = 1, la cudl es la ecuacion estandar de una

elipse si estuviéramos trabajando en el plano xy. Como estamos trabajando en R3 y la variable z no
aparece, se trata de un cilindro eliptico.

2
Como z tiene la restriccion 0 < z < 2 la superficie dada es una porcién del cilindro eliptico x: +

y2
5= 1 conzentreQy 2.

Ejercicio: Encuentre una representacion paramétrica de la parte de la esfera x? + y% + z% = 4 que
se sitla arriba del cono z = \/x? + y?

Tratandose de una esfera de radio 2, podemos recurrir a las coordenadas esféricas vistas
anteriormente, obteniendo asi una representacion paramétrica de la superficie dada:
x = 2 seng cos0O
y = 2 seng senf 0<¢p=<
zZ =2cosp

, 0<60<?2n

B

Otra parametrizacion posible, sin recurrir a coordenadas esféricas podria ser la siguiente:

Reemplacemos la ecuacion del cono en laesfera: z2 +z2 =4 - 2z2=4 - z2=2,

obtenemos asi un circulo de radio v2, x? + y? = 2. Esto indica que el cono y la esfera se intersecan
en dicho circulo.

Considerando como parametros a x e y tendremos las siguientes ecuaciones paramétricas
X=X
y=Yy x2+y*<2

zZ=,4—x%2—-y?

Nota: No hay una Unica parametrizacion para una superficie.
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Ejercicio: Hallar el area de la superficie:
La parte del cono z = /x2 + y2 que esta entre el plano y = x y el cilindro y = x?

Considerando la superficie dada con ecuacion z = f(x,y) = /x? + y?2 recurriremos a la definicion
9 de la pagina 1106. Previamente a ello, calculemos las derivadas parciales correspondientes:

0z 2x x (62)2 x?
_— = = e d —_— —_— ——
ox 2x2 +y2  \[x? +y2 Ox x2 + y2
0z 2y y (62)2 y?
—_—= = N - -
ay 2 /x2+y? |[x2+y2 dy x% +y?

2 2
El integrando, entonces, nos queda \/1+(Z—i) +(%) =\/1+ A =+/2.

ay x2+y2  x2+y2

Para determinar los limites de la integral miramos en el plano xy, y considerando la regiéon como una
region plana de tipo 1, tenemos 0 < x < 1yx? <y < x.

2 2
Ahorassi, el érea pedida es: A(s) = [f, \/1 + (Z—i) + (Z—;) dA = f01 f;z\/?dy dx = g

Ejercicio: Hallar el area de la superficie:
La parte de la superficie y = 4x + z2 que se encuentra entre los planos x =0, x =1,z=0,yz =1

Observemos que a esta superficie no la podemos ver como la gréfica de una funcién z = f(x, y), por
lo que tendremos que parametrizarla para poder aplicar la definicion 6 de la pag. 1105.

Parametrizando, entonces, obtenemos:
X=Uu
{y=4u+v2 0<uc<l, 0<v<i1
Z="v
O equivalentemente, r(u,v) = ui+ (du +v3)j+vk con0<u<1, 0<v<1
Deaquiir, = i+4j ,r, = 2vj+K,
L Xr,=(1+4)xQvj+k)=4i—-j+2vk

Ir, Xr,| =17 + 402

Asi, A(S) = fol fol V17 + 4v? du dv. Queda para el alumno resolver la integral utilizando alguna
tabla de integracion.



