Seccion 16.4 Teorema de Green

CALCULO 2: Ejercicios resueltos

A continuacion se presentan algunos ejercicios resueltos en relacion a los temas trabajados en la
seccion 16.4 para que éstos sirvan de modelo a la hora de desarrollar los ejercicios propuestos

Ejercicio: Use el Teorema de Green para evaluar la integral de linea:

$. (x +y*) dx + (1 +x*)dy, donde C es la curva cerrada dada por y = x°,y y = x?, de (0,0) a
(1L,D

Primero identifiquemos la curva regular cerrada
simple (y su interior) sobre la que trabajaremos. La
misma se muestra en la figura. (Esta trazada en linea
punteada la funcion completa y en trazo continuo el
tramos que nos interesa)

Para aplicar el Teorema de Green, identifiquemos:
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Nos piden calcular la integral de linea ¢, (x +y?) dx + (1 + x*)dy, usando el teorema de Green.

El Teorema de Green relaciona una integral de linea sobre una curva cerrada simple, con una
integral doble sobre la region que ésta encierra, mediante la igualdad:

ap

$. Pdx+Qdy=[f, (3_3_5) dA.

En este caso §. (x +y?) dx + (1 +x*)dy = [[, (2x — 2y) dA. Una vez expresada la integral

doble, los limites de esta los obtenemos mirando la region como una region plana Tipo 1 o Tipo 2,
segun sea conveniente. En ese caso, nuestra region la veremos como una region Tipo 1:
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Los detalles de las cuentas no se especifican, ya que a esta altura todos deben estar familiarizados
con como resolver una integral doble.

Aunque el ejercicio no lo pida, es bueno, aunque sea una vez, calcular la integral de linea
directamente y ver que llegamos a lo mismo. Les dejaremos las indicaciones para esto, los detalles de
la resolucion se desarrollaron en la seccion 16.2:
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Si quiero trabajar con la integral de linea directamente, tengo que considerar dos curvas a
parametrizar: C;:y = x3,y Cy:y = x2.

x=t dx = dt

y =3 dy = 3t2dt con0<t<1ly

Nos queda Cl:{

Cz:{x:t dx = dt

y=t2 dy=2tdt con0<t<1

Con esto,
99C (x+y?)dx+ (1+x?)dy = fcl(t +t%)dt + (1 + t?)3t%dt — fCZ (t+tHdt + (1 + t?)2t dt
Queda para el alumno terminar los detalles de las cuentas y verificar el resultado con lo hecho antes

Aclaracion:

e El signo negativo (-) antes de la integral sobre C, es porque si recorro y encierro la region,
manteniendo ésta a mi izquierda, el parametro no variaria de 0 a 1, sino, desde 1 a 0, ese
cambio de direccion lo indica el signo negativo.

e Yacon tener que parametrizar dos curvas, podemos darnos cuenta el beneficio del Teorema
de Green. En este caso la integral de linea no sale con tantas complicaciones, pero si, con
muchas mas cuentas que la integral doble.

Ejercicio: Use el Teorema de Green para calcular el area de la region acotada por las gréficas de las
ecuaciones dadas: y = x3,y y? =x

El Teorema de Green nos proporciona tres formas para hallar el area de la region pedida. Usaremos
la Gltima, con cualquiera de ellas llegaremos al mismo resultado.

En la figura se muestra la region. Al igual que en el ejercicio anterior
tendremos que parametrizar ambas curvas:

x=t dx = dt

Cl'{y=t3 dy = 3¢2dt con0<t<1 1 -
x = t? dx = 2t dt

. <t<

Cz'{y= dy = dt con0<t<1 1

Teniendo en cuenta que C = C; U Cy:
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Calculemos por separado:
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Queda para el alumno usar las otras formulas proporcionadas por el Teorema de Green y verificar el
resultado obtenido.



