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CALCULO 2: Ejercicios resueltos  

A continuación se presentan algunos ejercicios resueltos en relación a los temas trabajados en la 

sección 14.6 para que éstos sirvan de modelo a la hora de desarrollar los ejercicios propuestos. 

 

Ejercicio: Calcule la derivada direccional de f en el punto P en la dirección indicada 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑦 , 𝑃 (2,
𝜋

4
) , 𝐚 = 〈5, 1〉 

Para hallar la derivada direccional usaremos el resultado 9 de la pág. 936, para lo cual necesitamos 

conocer el gradiente de la función en el punto, y un vector unitario en la dirección del vector 𝐚  dado. 

Procedamos a calcular el gradiente de f (recordemos que el gradiente de una función de dos variables 

es un vector cuyas componentes son las derivadas parciales de la función). 

Calculemos las derivadas parciales: 𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) =  𝑐𝑜𝑠2𝑦 , 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = −2𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑦 𝑠𝑒𝑛𝑦.  

Entonces ∇𝑓 = 〈𝑐𝑜𝑠2𝑦 , −2𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑦 𝑠𝑒𝑛𝑦〉. Luego ∇𝑓(2, 𝜋/4) = 〈
1

2
 , −2〉. 

Ahora calculemos el vector unitario en la dirección de 𝐚, para ello calculamos primero el módulo del 

vector: ‖𝐚‖ = √52 + 12 = √26. Luego 𝐮 =
1

√26
〈5, 1〉 = 〈

5

√26
,

1

√26
〉 es el vector unitario buscado. 

Ahora sí estamos en condiciones de calcular la derivada direccional: 

𝐷𝐮𝑓(𝑥, 𝑦) = ∇𝑓(𝑥, 𝑦) . 𝐮 

Reemplazando: 𝐷𝐮𝑓 (2,
𝜋

4
) = ∇𝑓 (2,

𝜋

4
)  ∙  𝐮 = 〈

1

2
 , −2〉 ∙  〈

5

√26
,

1

√26
〉 =

1

2√26
 . Este valor indica la razón 

de cambio de la función en la dirección dada. 

 

Ejercicio: Dados 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑒−2𝑦 , 𝑃(2,0), 𝑄(−3,1) 

(a) Calcule la derivada direccional de f en P, en la dirección de P a Q. 

La diferencia aquí con el ejercicio anterior es que nosotros debemos encontrar el vector 𝐚  que nos 

daban en el ejercicio 13. Nos dicen que la dirección es de P a Q, por lo tanto, el vector 𝐚 es el vector 

𝑃𝑄,  esto es 𝐚 = OQ⃗⃗⃗⃗  ⃗ − OP⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 〈−3 − 2, 1 − 0〉 = 〈−5, 1〉. Una vez hecho esto, debemos hallar el 

vector unitario correspondiente 𝐮 = 〈
−5

√26
,

1

√26
〉. 

Ahora calculemos el gradiente de f en el punto P: ∇𝑓 = 〈2𝑥𝑒−2𝑦 , −2𝑥2𝑒−2𝑦〉 → ∇𝑓(2,0) = 〈4,−8〉. 

Con todo esto: 𝐷𝐮𝑓(2, 0) = 〈4,−8〉 ∙ 〈
−5

√26
,

1

√26
〉 = −

28

√26
 . 

(b) Encuentre un vector unitario en la dirección de máximo crecimiento de f en P, y calcule la tasa 

de crecimiento de f en esa dirección. 

Basándonos en el teorema 15 de la pág. 939, la dirección de máximo crecimiento la da el gradiente 

de la función en el punto, esto es 〈4, −8〉, como me pide un vector unitario en esta dirección, lo que 

resta hacer es normalizarlo, asi ‖∇𝑓‖ = √80 y el vector pedido es 𝐯 = 〈
1

√5
, −

2

√5
〉. 
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La tasa de crecimiento en esa dirección será ‖∇𝑓‖ = √80 

(c) Encuentre un vector unitario en la dirección en la que f disminuye más rápidamente en P, y 

calcule la razón de cambio de f en esa dirección. 

La dirección en que f disminuye más rápidamente es la opuesta a la dirección del gradiente de la 

función en el punto, esto es 〈−4, 8〉, como me pide un vector unitario en esta dirección, lo que resta 

hacer es normalizarlo, así ‖∇𝑓‖ = √80 y el vector pedido es 𝐯 = 〈−
1

√5
,

2

√5
〉. 

La razón de cambio en esa dirección será −‖∇𝑓‖ = −√80. 

 

Ejercicio: La temperatura T en un punto (𝑥, 𝑦) de una placa de metal, colocada en el plano xy es 

inversamente proporcional a la distancia al origen. La temperatura en el punto 𝑃(3,4) es de 100°. 

Calcule la razón de cambio de T en la dirección del vector 𝐢 + 𝐣 . ¿En qué dirección aumentará más 

rápidamente T en P? ¿En qué dirección disminuye más rápidamente T en P? ¿En qué dirección se 

anula la tasa de variación? 

Observemos que aquí no nos especifica de forma explícita la fórmula de la función temperatura, 

debemos hallarla antes de entrar de lleno con otros cálculos: 

Empecemos analizando la siguiente frase: “La temperatura T en un punto (𝑥, 𝑦) de una placa de 

metal, colocada en el plano xy es inversamente proporcional a la distancia al origen”:  

Dos variables son inversamente proporcionales si al aumentar una, la otra disminuye en la misma 

proporción, expresándolo en lenguaje matemático, si le llamamos T a la temperatura y d a la 

distancia al origen, esto sería 𝑇 =
𝑘

𝑑
  donde k es una constante. Recordemos que la distancia desde un 

punto (𝑥, 𝑦) al origen la obtenemos haciendo 𝑑 = √𝑥2 + 𝑦2 . Por lo tanto, nuestra función 

temperatura está dada por la fórmula 𝑇(𝑥, 𝑦) =
𝑘

√𝑥2+𝑦2
. 

El dato “La temperatura en el punto 𝑃(3,4) es de 100°” nos permitirá hallar el valor de la constante 

k, reemplazando los valores por sus correspondientes: 

𝑇(3, 4) = 100 → 100 =
𝑘

√32 + 42
→ 𝑘 = 500 

Entonces nuestra función es 𝑇(𝑥, 𝑦) =
500

√𝑥2+𝑦2
  y ahora estamos en condiciones de responder a lo 

pedido. 

Calcule la razón de cambio de T en la dirección del vector 𝐢 + 𝐣 : Aquí nos están pidiendo la 

derivada direccional de T en la dirección del vector dado 𝐚 = 〈1, 1〉 .  

Al igual que en los ejercicios anteriores buscaremos el gradiente de T en el punto 𝑃(3,4) , el vector 

unitario 𝐮  que nos indica la dirección y utilizaremos el resultado 9 de la pág 936 para hallar lo 

pedido: ∇𝑇(3,4) = 〈−12,−16〉,  𝐮 = 〈
1

√2
,

1

√2
 〉 , 𝐷𝐮𝑇(3,4) = 〈−12, −16〉 ∙ 〈

1

√2
,

1

√2
 〉 = −

28

√2
 

¿En qué dirección aumentará más rápidamente T en P? Según teorema 15 de la pág. 939 T 

aumentará más rápidamente en la dirección del gradiente, es decir 〈−12,−16〉. 
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¿En qué dirección disminuye más rápidamente T en P? T disminuirá más rápidamente en dirección 

opuesta al gradiente, es decir 〈12,16〉. 

¿En qué dirección se anula la tasa de variación?  

Observemos que la tasa de variación,  𝐷𝐮𝑓(𝑥, 𝑦) = ∇𝑓(𝑥, 𝑦) . 𝐮 , es un producto punto el cuál será 

nulo cuando los vectores sean perpendiculares, es decir que la tasa de variación se anulará siempre 

que la dirección que tome sea perpendicular al gradiente de la función en el punto.  

𝐷𝐮𝑓(𝑥, 𝑦) = ∇𝑓(𝑥, 𝑦) . 𝐮 = 0 → 〈−12, −16〉 ∙ 〈𝑢1, 𝑢2〉 = 0 → −12𝑢1 − 16𝑢2 = 0 

Operando: −3 𝑢1 = 4 𝑢2. Esto se satisface eligiendo 𝑢1 = 4, 𝑢2 = −3  o múltiplos. 

Por lo tanto, para que la razón de cambio sea nula debemos tomar la dirección del vector 𝐚 =
〈−3,4 〉, cualquier múltiplo de este de la forma 𝐚 = 𝑐〈−3,4 〉 con 𝑐 ≠ 0 tendrá dicho efecto. 

Ejercicio: Obtenga ecuaciones para el plano tangente y la recta normal a la gráfica de la ecuación 

dada en el punto P indicado. 

4𝑥2 − 𝑦2 + 3𝑧2 = 10   𝑃(2, −3, 1) 

Para hallar la ecuación del plano tangente, nos basaremos en el resultado 19 de la pág. 940. Para ello 

debemos hallar las derivadas parciales y evaluarlas en el punto dado: 

𝐹𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 8𝑥        →      𝐹𝑥(2, −3,1) = 16   

𝐹𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −2𝑦     →     𝐹𝑦(2, −3,1) = 6   

𝐹𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 6𝑧        →       𝐹𝑧(2, −3,1) = 6   

Así, el plano tangente a la gráfica de  4𝑥2 − 𝑦2 + 3𝑧2 = 10 en el punto 𝑃(2,−3, 1) tiene como 

ecuación 

𝐹𝑥(2, −3,1) (𝑥 − 2) + 𝐹𝑦(2, −3,1) (𝑦 − (−3)) + 𝐹𝑧(2,−3,1) (𝑧 − 1) = 0 

16 (𝑥 − 2) + 6 (𝑦 + 3) + 6 (𝑧 − 1) = 0 

16𝑥 + 6𝑦 + 6𝑧 = 20 

Ahora, teniendo en cuenta que la recta normal será paralela al vector normal del plano, es decir, será 

paralela al vector  ∇𝐹(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 〈16, 6, 6〉. Entonces con el punto 𝑃(2,−3, 1) y el vector director 

〈16, 6, 6〉 podemos armar las ecuaciones paramétricas de la recta pedida: 

{
𝑥 = 2 + 16 𝑡
𝑦 = −3 + 6 𝑡
𝑧 = 1 + 6 𝑡

       𝑡 ∈ 𝑅 

 


