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LEYES LOGICAS o TAUTOLOGIAS

Cuando una proposicién compuesta es siempre verdadera, independiente-
mente de los valores de verdad que se asignen a las proposiciones simples
que la conforman, se dice que es una ley légica o tautologia.

Ejemplo: La proposicién pV ~ p es una tautologia.

En efecto:

e Si p es V, entonces la disyuncién considerada también lo es.

e Si p es F, entonces ~ p es V vy, por lo tanto, la disyuncién de ambas
también es V.

Cuando una proposicién compuesta es siempre falsa, independientemente
de los valores de verdad que se asignen a las proposiciones simples que la
conforman, se dice que es una contradiccion.

Ejemplo: La proposicién p/A ~ p es una contradiccion.

En efecto:

e Si pesV, entonces ~ p es Fy, por lo tanto, la conjuncién de ambas
también es F.

e Si p es F, entonces la conjuncién considerada también lo es.
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Una forma de chequear que una proposicién es una tautologia (o
una contradiccién) es construyendo su tabla de verdad, en la cual
su columna correspondiente debe resultar “verdadera” (o “falsa”)
en todos los casos posibles (es decir, en todas las filas).

Ejemplo: Las siguientes proposiciones son leyes légicas que se usan
frecuentemente para argumentar y demostrar resultados, por lo que
reciben nombres especificos.

I. Modus Ponens: [(p= q) Ap] = q
Il. Modus Tollens: [(p = q) A (~ q)] = (~ p)
I1. Silogismo hipotético de Aristételes: [(p = q)A(q=r)] = (p=r)
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Construyamos la tabla de verdad de la proposicién | (Modus Ponens):

plalp=q|(p=a9Ap|[(P=q9) Ap=gqg
VIiVv] V Y, Y,
VIF| F F Y,
FIV] V F Y,
FIF| V F Y,

Esta tabla muestra que [(p = q) A p] = g es una ley Idgica, ya que es
verdadera en todos los casos posibles, es decir, cualesquiera que sean los
valores de verdad de py q.

De manera andloga se puede mostrar que también las proposiciones Il y Il
son leyes légicas. (Las tablas de verdad correspondientes se pueden ver en
las pag. 37 y 38.)

Observaciones:
@ La negacién de una tautologia es una contradiccién y viceversa.

@ Dos proposiciones son légicamente equivalentes si y sélo si el
bicondicional entre ellas es una tautologia.
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A continuacién, se enlistan las equivalencias Iégicas mds utilizadas en el

calculo proposicional.

Nombre Equivalencia légica
Involucién ~(~p)=p
Idempotencia de la conjuncidn PAP=Dp
Idempotencia de la disyuncién pVp=p
Conmutativa de la conjuncién PANG=qAp
Conmutativa de la disyuncién pVg=qVp

Asociativa de la conjuncién

(PAGANr=pA(gATr

Asociativa de la disyuncién

pV(qVr

Distributiva de la disy. resp. a la conj.

r)

Distributiva de la conj. resp. a la disy.

(
(PAQVr=(pVr)A
(PVa Ar=(pAr)V

)
)
(
(

qVv
qATr)

Ley de Morgan

~(pAg)=~pV~gqg

Ley de Morgan

~(pVq)=~pA~gq

Contrarreciproco p=q=~q=~p
Implicaciéon p=q=~pVqg
Absorcidn (pPANq)Vp=p
Absorcidn (pVg)Ap=p
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Las equivalencias del cuadro anterior generan las siguientes tautologias.

Nombre Ley légica
Involucién ~(~p)ep
Idempotencia de la conjuncién pPAp&p
Idempotencia de la disyuncién pVp&p
Conmutativa de la conjuncién pPAGgES gAp
Conmutativa de la disyuncién pVg&qgVp

Asociativa de la conjuncién

(PAGQAr&pA(gAT

Asociativa de la disyuncién

)
(pPVq@)VrepV(gVr)

Distributiva de la disy. resp. a la conj.

(pANg)Vr< (pVr) )

Distributiva de la conj. resp. a la disy.

AN(gVr
(PVa)Are (pAr)V(gAT)

Ley de Morgan

~(pANg)&~pV~q

Ley de Morgan

~(pVq) e~pA~q

Ley del contrarreciproco

p=qe~qg=>r~p

Ley de implicacién

p=q<=~pVg

Ley de absorcién

(PAq)Vp=p

Ley de absorcién

(PVag)Ap=p
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Nota: Las equivalencias de los cuadros anteriores pueden considerarse
“bdsicas” y se demuestran mediante tablas de verdad (Ejercicio!).

Sin embargo, pueden ser utilizadas para demostrar que otras proposiciones
son légicamente equivalentes sin necesidad de construir tablas de verdad.

Ejemplo: Probaremos, sin usar tablas de verdad, las siguientes equiva-
lencias légicas.

~(p=q)=pA~q
(p=r)AN(g=r)=(pVqg)=r

En efecto:

L.Implic. L.Morgan Invol.
~(p=q) = ~(~pVq = ~(~pA~qg = pA(~q)
Esto prueba la primer equivalencia. Por otra parte:
L.Implic. Distrib.
(p=rAN(g=r) = (~pVr)A(~qVr) = (~pA~q)Vr
L.Morgan
= ~(pVaq)Vr

L.Implic.
= (pVqg)=r
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FUNCIONES PROPOSICIONALES

Definition (2.8)

Una funcion proposicional de una variable x es cualquier oracién en la
que figura x como sujeto o como objeto directo.

Representaremos a las funciones proposicionales por P (x), Q (x), R (x) ...

Una funcién proposicional se convierte en proposiciéon para cada valor
particular de x.

Ejemplo: Consideremos la siguiente funcién proposicional de x:
P (x): Si x* es igual a 9 entonces x es igual a 3.

Ejercicio: ;Por qué P (x) no es una proposicién?
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Simbdlicamente:

P(x):x>=9=x=3

Cuando asignamos un valor particular a x, P(x) se convierte en una pro-
posicién:

e Para x = 3, el condicional P (3) tiene antecedente y consecuente verda-
deros, por lo que es verdadero.

e Para x = —3, el condicional P (—3) tiene antecedente verdadero y con-
secuente falso, por lo que es falso.

e Para cualquier x # 3, —3, el condicional P (x) tiene antecedente falso (y
consecuente falso), por lo que es verdadero. Asi, por ejemplo, P (0) es una
proposicién verdadera.

Otra forma de obtener proposiciones a partir de funciones proposicio-
nales es mediante un proceso llamado cuantificacion.
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Cuantificadores

Los cuantificadores que se pueden asociar a una variable son:

o V (se lee “para todo"), llamado cuantificador universal;
@ J (se lee "existe” ), llamado cuantificador existencial.

Dada una funcién proposicional P(x):

La proposicién Vx : P(x) se lee
“para todo x se cumple P(x)"

y es verdadera si y sélo si todas las proposiciones particulares asociadas a
P(x) lo son.

La proposicién Ix / P(x) se lee
“existe x tal que P(x)"

y es verdadera si y sélo si al menos una de las proposiciones particulares
asociadas a P(x) lo es.
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Ejemplo: Consideremos nuevamente la funcién P (x) : x> =9 = x = 3.

Si expresamos
Vx€Z:x>=9=x=3

estamos afirmando que
“todo niimero entero x cumple que si x> = 9 entonces x = 3"

e.d., que “para todo niimero entero x, el condicional P(X) es verdadero” .
Esta afirmacién es una proposicién y su valor de verdad es FALSO.

Si, en cambio, expresamos
IxeZ/x*=9=x=3
estamos afirmando que
“existe al menos un ndmero entero x tal que si x> = 9 entonces x = 3"

e.d., que “para al menos un ndmero entero x, el condicional P(x) es ver-
dadero”. Esta afirmacién también es una proposicién y su valor de verdad
es VERDADERO.
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Negacion de funciones proposicionales cuantificadas

@ Para negar una funcién proposicional cuantificada universalmente se
cambia el cuantificador en existencial y se niega la funcién, es decir:

~ [Vx:P(x)]=3x / ~ P(x)

@ Para negar una funcién proposicional cuantificada existencialmente se
cambia el cuantificador en universal y se niega la funcién, es decir:

~ [3x / P(x)] = Vx :~ P(x)

Ejemplos:
N(VXEZ:X2:9:>x:3) EEIXEZ/N(X2:9:>x:3)

L. Implic

= xeZ/~(x*#£9Vx=23)

L. M
=€ Z /P =9Ax#3 [V]

N(HXEZ/X2:9:>X*3) ZVXEZ:N(X2:9éX:3) =

L. Impli
=2 VxeZ i~ (X £9V x =3)
L.Morgan 5
—= . —

f— V.
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CIRCUITOS LOGICOS

Leer paginas 42 y 43.
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PRACTICA MINIMA SUGERIDA
Ejercicios:
9 {b), ¢)}, 10, 16, 17, 18 (matemdticos), 19 {b), c), e)}
20 {a), b), d)}, 21, 22.

(paginas 46 y 47)
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