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DIFERENCIACION EN VARIAS VARIABLES

DERIVADAS PARCIALES

RECORDEMOS: En CALCULO | / ANALISIS MATEMATICO | se defini6
la derivada de una funcién f(x) de una variable como la funcién

0 :mf(x+hl)7—f(x)

Esta férmula puede obtenerse de los siguientes pasos:

@ Se incrementa la variable independiente x en una cantidad h.

@ Se divide entre h el incremento correspondiente de la variable
dependiente, esto es, f (x + h) — f (x).

© Se hace tender h a 0.

A continuacién aplicaremos un procedimiento andlogo para definir
derivadas de funciones de varias variables.
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Si en una funcién de dos variables f(x, y):

@ Se incrementa una de las variables independientes en una cantidad h.

@ Se divide entre h el incremento correspondiente de la variable
dependiente.

© Se hace tender ha 0.

Entonces, resultan las férmulas involucradas en la siguiente definicién...

Definicién (PRIMERAS DERIVADAS PARCIALES)

Si f es una funcidn real de dos variables:

e [ a derivada parcial de f con respecto a x es la funcion f, dada por

f (x.y) = lim

f(x+hy) —f(xy)
h

e La derivada parcial de f con respecto a y es la funcion f, dada por

o f(x,y+h)—f(x,
b (xy) = lim (x.y /)1 (x.y)
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Observaciones importantes:
@ f,y f, no estan (en principio) definidas para puntos fuera de dom (f).
e f, y/o f, podrian no estar definidas incluso para algunos puntos de
dom (f) (cuando el limite correspondiente no existe).
EJEMPLO: Consideremos la funcién real de dos variables
flxy)=vx+ y
En este caso, dom (f) = {(x,y) € R? | x > 0}. Si intentamos obtener su

derivada parcial con respecto a la variable “x” segtn la definicién anterior:

fay) = lim XERNZFl0y) (Vx+h+y) = (Vx+y)

h—0 h h—0 h

. VX + - \/> Regla de L Heépital , 1
= lim lim ———
h—0 hHOQ\/m
Analicemos, primero, este limite en el punto P (1,0) € dom (f):
_ 11 —
fimanms = fmaam = aaw =2 < A00 =3
Ahora, analicemos el mismo limite en el punto Q (0,1) € dom (f):

;{%ZW /,%2\/(1)4772(2\/%):(%) =| £ (0,1) no existe! |
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Notas sobre el ejemplo anterior:

> Un andlisis similar al del punto P valdria para cualquier punto (x, y) en

dom (f) para el cual v/x +0 = y/x no se anule, resultando £ (x,y) = 2\1/;

> También, un andlisis similar al del punto @ valdria para cualquier punto
(x,y) en dom (f) para el cual x = 0, resultando la funcién £, (x,y) no
definida en tales puntos.

Por lo tanto:

fy) =50 con dom() = {(xy) € K| x>0}

Por otra parte: Cualquiera sea (x,y) € dom (f)

f h)—f h) —
h
= Ilim-=1Iim(1)=1
hl—%h hl—’g()
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Otras observaciones:

@ Si se mantiene a y fija y se considera la funcién de una variable

g (x)=f(xy):

fo(x,y) = /{%w — i{%w =gl (x)

@ Si se mantiene a x fija y se considera la funcién de una variable
g (y) =f(xy):
£, (x,y) = ﬁmw — lim

g(y+h)—g(y)
h—0 h—0 h

=g (¥)
Por lo tanto:

@ Para determinar £, se trata a "y” como una constante y se deriva
f (x,y) con respecto a “x".
@ Para determinar f,, se trata a “x” como una constante y se deriva
f (x,y) con respecto a “y".
EJEMPLO 1 (p.903).
Otras notaciones para las derivadas parciales: Si z = f (x, y):

o fi(xy)=f=%=2F(xy)=%=f=Dif =D,f
o fy(xy)=f =5 =3f(xy) =5 =h=Dof =Dyf
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INTERPRETACION GEOMETRICA

@ Sea f una funcién de dos variables y sea (a, b) € dom (f).
@ Sea S la superficie con ecuacién z = f (x, y) (la gréfica de f).
@ Sea ¢ = f(a, b). Observacién: el punto P (a, b, c) estd sobre S.

@ Sea (i la traza de S en el plano vertical

Observaciones:

e (7 pasa por P.

e ( es la grafica de la funcidn

de una variable g (x) = f (x, b).

e La pendiente de la recta Ty

tangente a C; en P es g’ (a),

es decir, f, (a, b).

e f.(a, b) es la pendiente de la recta tangente en P (a,b,c) a la
traza de S en el plano y = b.

Procediendo andlogamente (con la traza C, de S en el plano vertical

y la funcién de una variable g (y) = f (a,y)), se llega a que

e f,(a, b) es la pendiente de la recta tangente en P (a, b,c) a la
traza de S en el plano x = a.
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EJERCICIO - EJEMPLO 2 (p.904): Para f (x,y) = 4 — x?> — 2y? deter-
minar f, (1,1) y f, (1,1) e interpretar estos niimeros como pendientes.

Solucién: La gréfica de f es el paraboloide z = 4 — x> — 2y?.

El plano vertical y = 1 lo interseca en la pardbola
z=2—x2 (Cy en la notacion
y=1 del andlisis anterior)

La pendiente de la recta tangente a esta pardbola
en el punto (1,1,1) es £ (1,1) = —2.

El plano vertical x =1 lo interseca en la pardbola
z=3-2y? (& en la notacion
x=1 del analisis anterior)

La pendiente de la recta tangente a esta pardbola
en el punto (1,1,1) es f, (1,1) = —4.
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RAZONES DE CAMBIO
Las derivadas parciales también se pueden interpretar como razones de
cambio... Si z = f (x, y):
o f(x,y)= az da la razén o tasa de cambio (instantdnea) de z
respecto a x cuando y permanece constante.
o f,(xy)= a—; da la razén o tasa de cambio (instantdnea) de z
respecto a y cuando x permanece constante.
EJEMPLO: Supongamos que f(x, y) da la temperatura (T°) en cada
punto (x,y) de una ldmina de metal plana que se encuentra en un plano
coordenado xy. Si un punto de la l[dmina “se mueve" horizontalmente
desde (x, y) hasta (x + h, y), entonces:

r e o f(x+ h y)—f(x,y) es el cambio neto de la T°.
> f(x+hy)—Ff(x, .. .
‘ L l G ® w es la variacién media de la T°
(G NI+ A, ) i , -
B ,!,\‘__fT (esto es, la razén a la que esta varia, en promedio,
;

por unidad de cambio en la distancia).

Tomando el limite de la variaciéon media cuando h tiende a 0 se ve que
e f.(x,y) es la razén o tasa de cambio instantdnea de la T° con

respecto a la distancia cuando (x, y) “se mueve” en la direccién del eje x.
UNSL - 1° Cuatrimestre 2021 CALCULO Il / ANALISIS MATEM. 11 CLASE 3 10 / 15




DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR

@ Si f es una funcién de las variables x e y, entonces sus derivadas
parciales, f, y f,, son también funciones de estas dos variables.

@ Las derivadas parciales de f, y f, se llaman segundas derivadas
parciales de f o, simplemente, derivadas segundas de f.

e Siz= f(x,y), las notaciones mdas usuales para las derivadas
segundas son:

Jd (of *f 02
°(fx)X=fxx:f11:§(g)237:aT§
( ) 9 (of \ _ 9*f _ 9z
ox )] = dy ox ~ dy ox
— _ _ 9 (of _ 0*f _ 9’z
° (f}’)x_}’X_fél_&(@)_axay_axay

_ _ _ 9 (of\ _ 9*F _ 9z
° fyy—yy—f22—@( )—

° fxyzxy:fl2—ay

y) T T T 0y

e f, y f,x se llaman segundas derivadas parciales mixtas
(o cruzadas) de f o, simplemente, parciales mixtas de f.

EJEMPLO 6 (p.906)

Observacion: En el ejemplo anterior £, = f.

UNSL - 1° Cuatrimestre 2021 CALCULO Il / ANALISIS MATEM. 11 CLASE 3



Lo observado en el ejemplo anterior no es coincidencia...

Las derivadas parciales cruzadas son iguales para la mayoria de las
funciones que se encuentran en la practica. El siguiente teorema
proporciona condiciones suficientes para garantizar dicha igualdad.

Teorema (DE CLAIRAUT)

Sea f una funcion de las variables x e y que estd definida sobre un disco
abierto D que contiene al punto (a, b). Si f, £, fy, fxy y fyx son continuas
sobre D, entonces f,, (a, b) = f, (a, b).

Podriamos decir que la anterior es una formulacién “puntual” del Teorema
de Clairaut. Sin embargo, si R es una regién abierta en el plano xy, dado
que todo punto en R es centro de algtin disco abierto contenido también
en R, dicho teorema puede enunciarse también como sigue:

Teorema (DE CLAIRAUT)

Sea f una funcion de las variables x e y que estd definida sobre una region
abierta R. Si f, f., f,, £, y f,x son continuas en R, entonces f,, = f, en
R.
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NOTA: La demostracién del Teorema de Clairaut NO se estudiard en este
curso. No obstante, se puede consultar en el apéndice F del libro Cdlculo
de varias variables | Trascendentes tempranas | 7° Ed. de JAMES
STEWART, o en cualquier libro de cdlculo avanzado.

También se pueden definir las derivadas parciales de tercer orden,
cuarto orden, etc. Por ejemplo:

9 [ 02f o3f
fox = (&X)x = 87 (aX2> - a?

3 [ 3f > f
by = (fXY)y " 9y <8y8x>  0y20x

o / 93F ot f
fxyyx = (ﬁ(}’)’)x - & (ay2ax) o 8x8y28x

Mediante el Teorema de Clairaut se puede demostrar las siguientes
igualdades (y muchas otras que involucran derivadas cruzadas):

fxxy = fxyx = fyxx

fyy = fyy = Fyyx

cuando estas funciones son todas continuas.
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ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALES

En las ecuaciones diferenciales que expresan ciertas leyes fisicas, la mayoria
de las veces, aparecen derivadas parciales...

Por ejemplo:
%u  d%u
a2 oy
(donde u representa una funcién de las variables x e y) se llama ecuacién
de Laplace. Sus soluciones reciben el nombre de funciones arménicas y
desempefian un importante papel en los problemas de conduccién de calor,
flujo de fluidos y potencial eléctrico.
EJERCICIO - EJEMPLO 8 (p.908): Mostrar que u(x,y) = e* seny es
una solucién de la ecuacién de Laplace (e.d., u satisface dicha ecuacién).

=0

Otro ejemplo cldsico es la ecuacion de onda:

a2u 2 aQU l‘b .!!l.'l.'.-n':---.-.l.-""x.
ot? ox? f——

(donde u representa una funcién de las variables x y t, y a es constante).
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DIFERENCIACION EN VARIAS VARIABLES

DERIVADAS PARCIALES

NOTA: La teoria desarrollada en esta clase se generaliza de manera

andloga para funciones de tres o mas variables (salvo la interpretacion
geométrica de las derivadas parciales).

Queda para el alumno...

» Leer EJEMPLO 5 (p.906) y comentarios que le preceden (p.905).
> Leer EJEMPLO 7 (p.908).

» Leer comentarios relativos a la ecuacién de Laplace en tres dimensiones
(p.909).
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