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INTEGRALES TRIPLES

Asi como se definen

@ integrales simples para funciones de una variable

o integrales dobles para funciones de dos variables
se definen

@ integrales triples para funciones de tres variables.

En estas ultimas centraremos ahora nuestra atencion...
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INTEGRALES TRIPLES

SOBRE “CAJAS" RECTANGULARES

Sea f una funcidn de tres variables definida sobre una “caja” rectangular

B=|ab]x[cdx[rs]={(xy,z)|a<x<b c<y<d r<z<s}

Para definir la integral triple de f sobre B, se procede como sigue:

@ Se divide a B en “subcajas” ...

o Se divide el intervalo [a, b] en [ subintervalos [x;_1, x;] de igual
longitud Ax = ?.

o Se divide el intervalo [c, d] en m subintervalos [yj_1,y;] de igual
longitud Ay = %

o Se divide el intervalo [r, s] en n subintervalos [zx_1, z| de igual
longitud Az = ==L,

n
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@ Se consideran los planos paralelos a los planos coordenados que pasan

por los puntos extremos de estos subintervalos, los cuales dividen a B
en Imn subcajas

Bijk = [xi—1,xi] X [yj—1, %] X [2k—1, 2]

1,2,...,/conxg=ayx=b
i=1,2

j=12..mconyy=cyym=d
k=12,...,nconzg=ryz;=s

Observacién: Cada subcaja tiene volumen AV = AxAyAz.
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INTEGRALES TRIPLES

SOBRE “CAJAS" RECTANGULARES

@ Se elige un punto muestra (x,-jk,y,-jk, z,.jk) en cada Bjj y se forma la
triple suma de Riemann

I m n
Y02 f (K Vi Zii) AV
—1j—1k=1

=

Definicion (integral triple sobre una caja rectangular)

Si f es una funcion de tres variables, la integral triple de f sobre la caja
rectangular B es

///Bf(x'y'z)dv s ZZD X ik Zi ) AV

/mn—>oo_lj 1h—1

si este limite existe, en cuyo caso, se dice que f es integrable sobre B.
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El significado preciso del limite anterior es el siguiente:

Para todo € > 0 existe N € IN tal que

| m n
l,m,n>N= ///Bf(x,y.z)dV—ZEZf(XJk.ka.ZJk)AV <é&
k=1

i=1j=1
para cualquier eleccion de puntos muestra (X, Yik, Zix) en Bij.
Tener en cuenta: Si f es continua sobre una caja rectangular cerrada B,
entonces f es integrable sobre B (es decir, el limite anterior existe).

Teorema (de Fubini para integrales triples)

Si f es una funcion de tres variables continua sobre la caja rectangular
B = [a, b] X [c,d] x [r, 5]

entonces

///Bf(x’y'z) v = /,S /Cd /abf(xyy,Z) dxdydz
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INTEGRALES TRIPLES

SOBRE “CAJAS" RECTANGULARES

La integral iterada del lado derecho del Teorema de Fubini anterior
significa que se integra

@ primero respecto a “x" (manteniendo a “y” y a "z" constantes);

@ luego, respecto a "y" (manteniendo a “z" constante)

@ y, por ultimo, respecto a “z".

Sin embargo, hay otros cinco 6rdenes de integracién posibles y todos
generan el mismo resultado para la integral triple del lado izquierdo.

Por ejemplo, si se integra primero respecto a “y”, luego respecto a “z" vy,
por dltimo, respecto a “x”, se tiene que

///Bf(x,y,z)dV:/ab/rs/cdf(x,y,z)dydzdx

Ejemplo 1 (p.1018). Evaluar [[[;f (x,y,z) dV donde f (x,y, z) = xyz*
y B es la caja rectangular

{(x,y,2) |]0<x<1 —1<y<20<z<3}
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INTEGRALES TRIPLES

SOBRE “CAJAS" RECTANGULARES

Solucién: En primer lugar, notemos que el integrando es una funcién
continua sobre todo IR? (pues es un monomio de tres variables), en
particular, sobre la caja rectangular cerrada B. Entonces, aplicando el
Teorema de Fubini para integrales triples,

o, 3z | oxtyz? !
'B' xvzidV = ' J_J J“ xvzodxdvdz = 1, J_l |: 3 :|_‘_0 dy dz
32 vz 3| 222 y-2
- J[] .‘—I 2 _‘dz=‘|[] |: 4 :|y__] dz
_--3322 H_z_j‘}_z
=, 47 a4, 4

Nota: Aunque en este ejemplo se trabajé seglin el orden establecido en la
version antes enunciada del Teorema de Fubini, cualquier otro orden de
integracion hubiera conducido al mismo resultado. (Ejercicio! Elegir un

orden diferente y comprobarlo.)
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INTEGRALES TRIPLES

SOBRE REGIONES ACOTADAS GENERALES

Hemos visto que...

@ Para integrales simples la regién sobre la que se integra es siempre un
intervalo.

@ Cuando f es una funcién de dos variables, las integrales simples se
pueden utilizar para calcular integrales dobles sobre rectangulos
(Teorema de Fubini para integrales dobles) y también, en muchos
casos en los cuales la region de integracion es plana pero no tiene
forma de rectangulo (regiones tipo | y/o tipo ).

Andlogamente al caso bidimensional, si f es una funcién de tres variables...
@ Las integrales simples se pueden utilizar para calcular integrales triples
sobre cajas rectangulares ( Teorema de Fubini para integrales triples).

@ Sin embargo, nuevamente, suele resultar til o necesario en las
aplicaciones considerar regiones acotadas tridimensionales (sélidos) no
“rectangulares” con el interés de integrar a f sobre ellas...

FCFMN-Universidad Nacional de San Luis CALCULO Il / ANALISIS MATEM. 11 INTEGRALES TRIPLES



Definicién (integral triple sobre una regién acotada general)

Si f es una funcion de tres variables y E es una region acotada contenida
o, .
en dom (f) , la integral triple de f sobre E es

///Ef(x,y,z)dVZ///BF(X,y,z)dV,

donde B es cualquier solido rectangular que contiene a E y

[ flva)  si(ov)€E
F(x,y,z)—{ 0 g si (X,;Z)GB\E

siempre que F sea integrable sobre B.

Observacién: Es probable que F tenga discontinuidades en los puntos
frontera de E.

No obstante: Si f es continua y acotada sobre E, y la frontera de E es
“razonablemente suave” (en un sentido fuera del alcance de este curso), se
puede demostrar que F es integrable sobre B.
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INTEGRALES TRIPLES

SOBRE REGIONES ACOTADAS GENERALES (Tipo 1)

A continuacidn, estudiaremos integrales triples (de funciones continuas)
sobre ciertos tipos de regiones acotadas particularmente simples cuyas
fronteras son “razonablemente suaves”.

Se dice que una regién sélida E es de tipo 1 si estd comprendida entre las
graficas de dos funciones continuas de las variables x e y, es decir,

E={(xy,2)| (x,y) €D, 1 (x,y) <z<w(x,y)}

donde D es la proyeccién de E sobre el plano xy y u; y up son continuas

Observaciones:

La frontera inferior de E es la superficie
con ecuacién z = uy (x,y).

La frontera superior de E es la superficie
con ecuacién z = uy (x,y).
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INTEGRALES TRIPLES

SOBRE REGIONES ACOTADAS GENERALES (Tipo 1)

A fin de evaluar fffEf (X,y, z) dV cuando E es una regién de tipo 1,
procediendo en forma andloga al caso correspondiente para integrales
dobles, se puede demostrar que

ffff (x,y,2)dV = ff [fuuf((;”yy)) f(x,y, 2) dz] dA
E D

En la integral interior de la derecha de esta ecuacién debe entenderse que

@ x e y se mantienen fijas,
@ u1 (x,y)y u(x,y) son tratadas como constantes,

e f(x,y,z) se integra con respecto a z.

Luego, se consideran los dos casos siguientes:
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INTEGRALES TRIPLES

SOBRE REGIONES ACOTADAS GENERALES (Tipo 1)

1°caso: La proyeccion D de E sobre el plano xy es una regién plana de
tipo I. Entonces

E={(xy.2)|as<x<b g(x)<y<gx),unxy) <z<wmxy)}

y la ecuacién anterior se convierte en
b (x y)
///f(x,y,z)dV:/ / / f (x,y,z) dzdydx
a Jeai(x
E

I=15lx, y)
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INTEGRALES TRIPLES

SOBRE REGIONES ACOTADAS GENERALES (Tipo 1)

2°caso: La proyeccion D de E sobre el plano xy es una regién plana de
tipo Il. Entonces

E={(x,y.2)|c<y<d m(y) <x<h(y), u1(xy) <z<w(xy)}

y la ecuacién anterior se convierte en
d
///f(x,y,z)dV:/ / / f(x,y,z) dzdxdy
A c Jh(y (x.y)

=5l y)
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Ejemplo 2 (p.1019): Evaluar [[[.zdV donde E es el sélido acotado por
los cuatro planos x =0,y =0, z=0y x+y+z=1.

Solucidén: En este caso, podemos tomar

]mnu U1(X.y):0 Yy uz(x,y)zl—x—y
| z=l-a-y a=0>0 y b=1
I \ g(x)=0 'y g@(x)=1-x
e "M’ De este modo, resulta

1,0,0) 60 ¥

:_\/ kf;” EZ{(.\',_\‘.:)|0$;.r$l,0$)‘$l;]—A\',Ob’:ziél—.r—_\‘}

region sélida de integracion L. - ., .
Esta descripcién del sélido E como una regién tipo

permite evaluar la integral requerida como sigue:

=l-x-y
,. . e rlexy 2

1 Y2 dz dy dx = —:| dv dx

y=1l-ux ‘f'_" ' JG ‘lU "lo L 2 =0
D P . [ (] _ _ y—l-x
1l x =
=H | {l—r—\)d\dr—j 7)
Jo Jo Jo L 3 -
U| y=10 1 x
al

regién plana: proyeccién 1! (- id-*L (- x)* _ 1
en el plano xy de E =7 x)dx = 6 4 ) Y

FCFMN-Universidad Nacional de San Luis CALCULO Il / ANALISIS MATEM. 11 INTEGRALES TRIPLES



INTEGRALES TRIPLES

SOBRE REGIONES ACOTADAS GENERALES (Tipo 2)

Se dice que una regidn sélida E es de tipo 2 si esta comprendida entre las
graficas de dos funciones continuas de las variables y y z, es decir,

E={(xy.2) | (y,2) €D, (y,2) <x <y 2)}

donde D es la proyeccién de E sobre el plano yz y u; y up son continuas
sobre D.

Observaciones:

La frontera “detrds” de E es la superficie
con ecuacién x = uy (y, z).

La frontera “delante” de E es la superficie
con ecuacién x = w (y, z).
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INTEGRALES TRIPLES

SOBRE REGIONES ACOTADAS GENERALES (Tipo 2)

Cuando E es una regién de tipo 2, se puede demostrar que

JIIf (xy.2ydv = ff[fulyz (x.y.2) dx] dA

En la integral interior de la derecha de esta ecuacién debe entenderse que

@ y y z se mantienen fijas,
e u1 (y,z) y un (y,z) son tratadas como constantes,
o f (x,y, z) se integra con respecto a x.
Luego, se consideran los dos versiones diferentes para la integral (andlogas

a las del caso anterior), dependiendo de si D es una regién plana de tipo |
o de tipo Il.
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INTEGRALES TRIPLES

SOBRE REGIONES ACOTADAS GENERALES (Tipo 3)

Se dice que una region sélida E es de tipo 3 si esta comprendida entre las
graficas de dos funciones continuas de las variables x y z, es decir,

E={(xy.2)| (x,2) €D, 1 (x,2) <y < w(x,2)}

donde D es la proyeccién de E sobre el plano xz y u; y up son continuas
sobre D.

Observaciones:

Y =1hlx, z)

La frontera izquierda de E es la superficie
con ecuacién y = u (x, z).

La frontera derecha de E es la superficie
con ecuacién y = up (x, z).
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INTEGRALES TRIPLES

SOBRE REGIONES ACOTADAS GENERALES (Tipo 3)

Cuando E es una regién de tipo 3, se puede demostrar que

JIF Geoy.2)dv = [ [0 £ (y.2) dy | a4

En la integral interior de la derecha de esta ecuacién debe entenderse que

@ x y z se mantienen fijas,
e u (x,2)y u(x,z) son tratadas como constantes,
of (x,y,z) se integra con respecto a y.
Luego, como en los casos anteriores, se consideran dos versiones diferentes

para la integral, dependiendo de si D es una regién plana de tipo | o de
tipo Il
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PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES TRIPLES

Suponiendo que todas las integrales siguientes existen:
o [[f (F+8) (xuy2)aV = [[[F (xy.2) &V + [[[& (x.y.2)aV
° fifkf (x,y,2)dV = kfffflz_x,y,z) dV para todi] constante k.
° SiEf (x,y.z) > g(x,y, z)Epara todo (x,y,z) € E, entonces

f{ff(x,y,Z)def{fg(x,y,z)dv

@ Si E = E; UE;, donde E; y E, no se traslapan, excepto quizds en sus
fronteras, entonces

f{ff(x,y,z)dV:fgff(x,y,z)dV—|—fgff(X,y,z)dV
o [[[1dV = V (E)
° SiEm < f(x,y,z) < M para todo (x,y,z) € E, entonces
mV (E) < [[[f (x,y.z)dV < MV (E)
E

FCFMN-Universidad Nacional de San Luis CALCULO Il / ANALISIS MATEM. 11 INTEGRALES TRIPLES



