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INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES GENERALES

Como se aprende en Cdlculo en una variable...

e Para integrales simples (definidas) la regién sobre la que se integra es
siempre un intervalo.

Ahora, si f es una funcidn real de dos variables...

@ Hemos visto que las integrales simples se pueden utilizar para calcular
integrales dobles de f sobre rectangulos ( Teorema de Fubini), ya que
estos son regiones bidimensionales determinadas por dos intervalos.

@ Sin embargo, muchas veces resulta ttil o necesario integrar a f sobre

regiones no rectangulares, por lo que a continuacién abordaremos esta
clase de integrales.

En este curso nos limitaremos a considerar regiones de integracién siempre
acotadas.
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Definicion (integrales dobles sobre regiones generales)

Sifes una*funcio’n de dos variables y D es una region acotada contenida
en dom (f), la integral doble de f sobre D es

ﬂ#mmw:/F@nM,
D R

donde R es cualquier rectangulo que contiene a D y

f(x, si (x,y) €D
F“”:{o(m g&geRw

siempre que F sea integrable sobre R.

v

¥ ¥

*O “casi” completamente
¥ contenida en dom (f)...
D D .
(podria no estarlo, p.¢j.,
en una cantidad finita de
puntos o de curvas suaves).
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En el caso en que

f(x,y)>0

también se puede interpretar a ffo (x,y) dA como el volumen del sélido
que estd por encima de la regién D y debajo de la superficie z = f (x, y).

En efecto:

o (hemos visto que) [[.F (x,y) dA da el volumen de la regién encima
de Ry debajo de la grafica de F (siendo F > 0 sobre R),

@ (pero) por fuera de D este volumen es igual a 0, y sobre D la grafica
de F es idéntica a la grafica de f.

FCFMyN-Universidad Nacional de San Luis CALCULO Il / ANALISIS MATEM. 11 INTEGRALES DOBLES



| e grifica de f
I A
|
oLy
I
' |
|

D

I

Observacidn: Es probable que F tenga discontinuidades en los puntos
frontera de D.

No obstante: Si f es continua sobre D y la curva frontera de D tiene un
“buen comportamiento” (en un sentido fuera del alcance de este curso), se
puede demostrar que [[.F (x,y) dA existe y, por lo tanto, [[,f (x,y)dA
existe.

A continuacién, estudiaremos integrales dobles sobre dos tipos de regiones
cuyas fronteras tienen este “buen comportamiento”.
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INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES GENERALES

REGIONES PLANAS DE TIPO |

Se dice que una regién plana (acotada) D es de tipo | si estd comprendida
entre las graficas de dos funciones continuas de x, variando x en un
intervalo acotado de nimeros reales; es decir,

D={(xy)|a<x<b g(x)<y<g(x)}

donde g1 y g» son continuas sobre [a, b].

y=galx) ¥=gsix) ’ ¥=aalx)
n
D | D [ |
| | | | |
| | | | y=ailx) |
| y=alx) | | y=aqix) | | |
| | | | | |
0 a h X 0 a B X 0 g b x

Algunos ejemplos de regiones de tipo |
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Para evaluar [[,f (x,y) dA cuando D es una region de tipo I:

¥=g,(x)
\

\

d

Se elige un rectangulo R = [a, b] X [c, d] D
que contenga a D. ) \

@ Se considera la funcién F (x,y) = { g(x,y) : Ei}{; E g\D

@ Entonces,

/f(x,y dAdif//F X,y dATFUb'm// (x,y) dydx
D

° PeroF(x,y)zOsic§y<g1(x)og2(x)<y§d,y
F(X:Y) = f(XYY) si g1 (X) <y<g (X) por lo tanto,
82(x)

/CdF(X,y)dy=/gQ(X)F(X,y)dy=/g f(x,y)dy

&1(x) 1(x)
@ Combinando estas igualdades se obtiene, en resumen, lo siguiente:
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INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES GENERALES

EVALUACION DE INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES DE TIPO |

Si f es continua sobre una regién de tipo |

D={(xy)la<x<b g (x)<y<g(x)}
entonces

fffxydA ffg2 f (x,y) dydx

EJEMPLO 2 (p.991): Calcular el volumen V del y=2x
sélido que se encuentra debajo del paraboloide st
z = x>+ y? y encima de la regién D en el plano xy

acotada por la recta y = 2x y la pardbola y = x?.
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v Solucién: Observando que D es una regién de tipo |
se puede escribir

4/ D={(xy)|0<x<2 x*<y<2x}

TR = Por lo tanto, el volumen sobre D y bajo z = x*> + y? es

V=[] (®+y?) dA =[] [2°(x*+y?) dydx
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INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES GENERALES

REGIONES PLANAS DE TIPO Il

Se dice que una regién plana (acotada) D es tipo Il si estd comprendida
entre las graficas de dos funciones continuas de y, variando y en un
intervalo acotado de nimeros reales; es decir,

D={(xy)|c<y<d m(y)<x<h(y)}

donde h; y hy son continuas sobre [c, d].

¥
FF | —

x=l(y) D x=hy(y)

x

Algunos ejemplos de regiones de tipo Il

FCFMyN-Universidad Nacional de San Luis

CALCULO Il / ANALISIS MATEM. 11 INTEGRALES DOBLES



INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES GENERALES

EVALUACION DE INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES DE TIPO I

Por un procedimiento andlogo al realizado para regiones de tipo |, se

obtiene el siguiente resultado para calcular integrales dobles sobre regiones
de tipo Il

Si f es continua sobre una regién de tipo Il

D={(xy)|c<y<d h(y)<x<h(y)}
entonces

fffxydA ff f(x,y) dxdy

Reconsideremos el EJEMPLO 2 (p.991)...
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Observando que D es también una regién de tipo Il
4 2.4) se puede escribir

s D={xy)|0<y<aly<x< v}

Asi, el volumen sobre Dy bajo z = x> + y? se
0 *  puede calcular como sigue:

V= [ (@ +y2) dA = [ [)) (* +y2) dxdy
D 2

= Jy 3¢+ dy O
—fo (1 3/2 4 y5/2 13y3)dy

%"2}1}1]1{
5/2 , 2.7/2 13 4
—[15)/ +7y E%NGSNI

A
LLLZ

Recomendacién: Antes de abordar la practica correspondiente, leer los
EJEMPLOS 1 (p.990), 3 (p.992), 4 (p.992) y 5 (p.993).
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PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DOBLES

Suponiendo que todas las integrales siguientes existen:
Off (x,y)+g(x,y)]dA= fffxydA+ffgxydA
Q ff kf (x,y) dA = kfff X, y ) dA para toda constante k.
o Sl (x,y) > g (x, y) para todo (x,y) € D, entonces
[)ff(xyy)dAZ %fg(x.y)dA

Q@ Si D= D;UD, donde Dy y D> no se traslapan, excepto quizds en
sus fronteras, entonces

{)ff(w) dA = gff(x,m dA+gff(x,y) dA
Q@ [[1dA=A(D)

D
Q@ Sim<f(x,y) <M para todo (x,y) € D, entonces
mA (D) < [[f(x,y)dA < MA(D)
D
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La propiedad 4 anterior es particularmente Gtil para evaluar integrales
dobles sobre regiones planas acotadas que no son de tipo | ni de tipo Il
pero, sin embargo, pueden expresarse como una unién de dos regiones de
alguna de estas clases (que no se traslapan, excepto quizds en sus bordes).

D,

D no es de tipo / ni de tipo // D=D;UD, donde D; es de tipo / y D; es de tipo //

Nota: La misma propiedad puede aplicarse (repetidamente) para calcular
integrales dobles sobre cualquier unién finita (disjunta, salvo quizas en las
fronteras) de regiones acotadas de tipo | y/o de tipo II.
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