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Sea T una transformación del plano uv al plano xy de la siguiente
forma

T (u, v) = (x , y) = (x(u, v), y(u, v))

Ejemplo:T (r , θ) = (x(r , θ), y(r , θ)) donde x(r , θ) = r cos θ y
y(r , θ) = r sin θ.
¿ Cómo transforma T un rectángulo?

r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j
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Si r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j . Entonces

ru =
∂x
∂u

i +
∂y
∂u

j rv =
∂x
∂v

i +
∂y
∂v

j

Idea: Podemos aproximar R por el paralelogramo formado por a y b,
donde

a = r(u0 + ∆u, v0)− r(u0, v0) b = r(u0, v0 + ∆v)− r(u0, v0)

Pero recordemos que ru = lim∆u→0
r(u0+∆u,v0)−r(u0,v0)

∆u
Entonces ∆uru ≈ a y análogamente ∆vrv ≈ b.
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A(R) ≈ |∆uru ×∆vrv | = |ru × rv |∆u∆v .

Donde

ru × rv =

∣∣∣∣∣∣
i j k

∂x
∂u

∂y
∂u 0

∂x
∂v

∂y
∂v 0

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂y
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣
Definición

El Jacobiano de la transformación T se define como:

∂(x , y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣
Ejemplo: Si T es el cambio de coordenadas polares

∂(x , y)

∂(r , θ)
=

∣∣∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣ = r cos2 θ + r sin2 θ = r
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Luego

A(R) ≈
∣∣∣∣∂(x , y)

∂(u, v)

∣∣∣∣∆u∆v .

∫∫
R

f (x , y) dA ≈
m∑

i=1

n∑
j=1

f (xi , yj )∆A

≈
m∑

i=1

n∑
j=1

f (x(ui , vj ), y(ui , vj ))

∣∣∣∣∂(x , y)

∂(u, v)

∣∣∣∣∆u∆v .
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Teorema de cambio de variables para una integral doble

Suponga que T es una transformación C1 cuyo jacobiano es no nulo
y que relaciona una región S en el plano uv con una región R en el
plano xy . Suponga que f es continua sobre R, y que R y S son
regiones planas tipo I o tipo II. Suponga también que T es uno a uno,
excepto quizás en el lı́mite de S. Entonces∫∫

R
f (x , y) dA =

∫∫
S

f (x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x , y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv .

Ejemplo: Si x(r , θ) = r cos θ e y(r , θ) = r sin θ con a ≤ r ≤ b y
α ≤ θ ≤ β, entonces∫∫

R
f (x , y) dA =

∫ β

α

∫ b

a
f (r cos θ, r sin θ)r drdθ.
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Teorema de cambio de variables para integrales triples

Sea T una transformación que mapea una región S en el espacio
uvw sobre una región R en el espacio xyz por medio de las
ecuaciones:

x = x(u, v ,w) y = y(u, v ,w) z = z(u, v ,w)

Su Jacobiano es

∂(x , y , z)

∂(u, v ,w)
=

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂w

∣∣∣∣∣∣
Entonces∫∫∫

R
f (x , y , z) dV

=

∫∫∫
S

f (x(u, v ,w), y(u, v ,w), z(u, v ,w))

∣∣∣∣ ∂(x , y , z)

∂(u, v ,w)

∣∣∣∣ dudvdw .

Analı́a Silva Teorema de cambio de variables



Ejemplo: Deducir la fórmula de cambio de coordenadas cilı́ndricas.
Sea

x = x(r , θ, z) = r cos θ y = y(r , θ, z) = r sin θ z = z(r , θ, z)

con a ≤ r ≤ b α ≤ θ ≤ β c ≤ z ≤ d .
Calculemos su Jacobiano

∂(x , y , z)

∂(r , θ, z)
=

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂x
∂z

∂y
∂r

∂y
∂θ

∂y
∂z

∂z
∂r

∂z
∂θ

∂z
∂z

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
cos θ −r sin θ 0
sin θ r cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 1.

∣∣∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣ = r

Entonces∫∫∫
R

f (x , y , z) dV =

∫ d

c

∫ β

α

∫ b

a
(r cos θ, r sin θ, z)r drdθdz.

Ejercicio: Deducir la fórmula de cambio de coordenadas esféricas.
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