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Repaso

Sea f : [a, b] — R queremos calcular su integral de f sobre [a, b].
Partimos el intervalo en n intervalos iguales.

Esdecira=xp < xy < ... < X, = b, con Ax = 2=2.

Definimos la suma de Riemman como Y"1, f(x;)Ax.
Definicion

Dada f : [a, b] — R se define su integral como

b n
/ f(x)dx = lim Zf(x,-*)Ax.
a n—oo i1
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Sea f: R — R donde
R=[ab] x[c,d]={(x,y) eR?:a<x<bc<y<d}

Queremos calcular la integral de f sobre R
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e SeaR=|[ab] x[c,dl,tomoa=Xxy < Xy <...<Xp=b,
_ b-a

C=Yo<yi<...<yn=4d,c0ON X1 — X =22y

Yi+1 — ¥j = 2=, Luego los rectangulos Rj = [Xi, Xi11] X [} Vj+1]
forman una particion regular P del rectangulo original.

Analia Silva Integrales dobles



Dibujos para entender...

Comentario: El volumen de cada rectangulito es

f(xi, Vi )AA = £(Xi, ¥i ) (Xis1 = X) (Vi1 = ¥))-
Entonces el volumen (aprox) es

n—1n—1

DD Gy (X =) Yt — ).

P
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e Sea f: R — R una funcién acotada, definimos la suma de
Riemann, S,, como

n—1
Sp= Z f(xi, Yi ) (X — X)) (Vi1 — )
i,j=0
donde (x;, y;/) es cualquiera en R;.
e Sila sucesion S, converge a un limite S, y el limite S es el
mismo para cualquier seleccion de puntos (x;, y;) en los
rectangulos Rj, entonces decimos que f es integrable sobre R
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¢Qué funciones son integrables?

Respuesta:

Funciones continuas.

Funciones continuas salvo un ndmero finito de curvas suaves.
Observacion: Como el punto muestral (x;, y;) puede ser cualquiera,
en particular puedo elegir en cada rectangulo la esquina (xj, yj)-

Observacion:

Si f(x,y) > 0, entonces el volumen V del sélido que yace arriba del
rectangulo Ry debajo de la superficie z = f(x, y) es

V://RfdA.
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Propiedades de las integrales

La integral es lineal:

//R(ﬁ+f2)dA://Rf1dA+//Rf2dA.
//RafdA:a//RfdA,

donde « es una constante.
La integral es Monotona:
Si f(x,y) > g(x, y) para todo (x, y) € R, entonces

//RfdAz//RgdA.
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Regla del punto medio para integrales dobles

n—1n—1

//R foA ~ Z;«x,-,y,)m

donde X; es el punto medio de [x;;1 — x| € ¥; es el punto medio de
Vit = yil-

Valor promedio

En Célculo |, si f esta definida en el [a, b] se define forom de la

siguiente forma:
1 b
fprom = m/a fadx.

Podemos extender esto a varias variables de la siguiente forma:

1
fy = —// fdA.
prom AR) /| /a
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Principio de Cavi

B — v



g =

Principio de Cavalieri

V= /ab A(x)dx.
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/[ fxpoa= | " A = / i [ / "ix y)dy] ox.
/ /R f(x,y)dA = /c dA(y)dyz /c ’ l /a ’ f(x, y)dx] dy.

z
0
a
o= y
b
X




Ejemplo

Calcular la siguiente integral f01 f(; x2e¥ dx dy.

1 1 1 1 1 X3
/ / xze”dxdy:/ (/ xzeydx> dy:/ ey<
0 0 0 0 0 3

—/1ey1d e e
=), 3% 3% ™3 '

;
dy
0

Calculemos ahora [ [ x2e¥ dy dx.

1 1 1 1 1
/ / x2e’ dy dx = / </ x2e’ dy) dx = / ey];xz dx
0o Jo o \Jo 0

1
]
=_-(e—1).
o 3

3

:/0 (e—1)x2dy:(e—1)%
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Teorema de Fubini

¢, Podemos afirmar que coinciden las integrales iteradas? Respuesta:
en muchos casos si, y lo demuestra el Teorema de Fubini.

Teorema de Fubini

Sea f una funcién continua con dominio R = [a, b] x [c, d]. Entonces

/: /Cd f(x,y)dydx = /cd /ab f(x,y)dxdy = //R f(x,y)dA.

Observacion:

La version mas general del teorema de Fubini vale para una f tal que:
es acotada en R, es discontinua sé6lo en un nimero finito de curvas y
las integrales iteradas existen.
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: . Y 2 . Of _ 8%f
Ejemplo :Sea f : R — R de clase C=, pruebe que: X3y = Byox
2 f o2f
dxdy ~— Oyox y

utlllzando el Teorema de Fubini. Sea g(x,y) =
= [a,b] x [c,d] con a, b, cy d arbitrarios

b d 2 2
o°f o°f
A = -7
JIRCSZ // (axay ay@x) dydx
b d 2 b 2
o°f o°f
_ —ddx—// O
/az /c oxoy 4 a ayox 4
d b 2 b d
o-f 02f
= ———adxd —/ ———dydx
/c . axay ™Y ), ) ayox

_/ af|b /Qf‘d
e 6ya a OX°

_ / of(b,y) 0f(a,y) dy - /b of(x.d) _0f(x.0)

ay ay ox ox
= f(b,y)I§ — f(a y)Ig — f(x,d)I3 + f(x,0)l3
= f(b,d)—f(b,c) + f(a,c)—f(b,d) +f(b,c) — f(a,c)

0
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Suponemos que g no es idénticamente 0 en R.

Entonces (sin pérdida de generalidad) existe un (xo, yo) en R tal que
9(xo, ¥0) =a>0.

Luego existe R’ C R tal que (xo, ¥o) € R’y g(x,y) > § para todo
(x.y)eR.

Luego [z 9(x,y)dA> §A(R’) > 0, y esto es una contradiccion.
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Ejercicio

Sea f continua en [a, b] y g continua en [c, d]. Mostrar que

| [ 10gtanay - [ / ’ f(x)dx] [ / ’ g(y)dy} ,

donde R = [a, b] x [c, d].

Comentario

Este ejercicio junto con el teorema de cambio de variable, nos
permite probar

+oo 2
/ e X dx = /.

—00
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; Qué pasa si quiero integrar en un region en general?

Definicion

Sea D una region elemental del plano, tomamos R un rectangulo que
contenga D, dada f : D — R, donde f es continua, extendemos f a
una funcion F definida en todo R de la siguiente forma

[ Hxy) s (xy)eD
F(X’”‘{o si (x.y)#Dy(x.y)€R

entonces

0 ‘ x 0 ‘

FIGURA 1 FIGURA 2
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Definicion (Region del tipo 1)

Supongamos que se tienen dos funciones continuas con valores
reales, g1 : [a,b] — Ry @ : [a, b] — R que satisfacen g1(x) < g»(x),
para todo x € [a, b]. Sea D el conjunto de todos los puntos (x, y)
tales que x € [a,b] y gi1(x) < y < go(x)- Se dice que esta region D
es de tipo 1.

y=g:(x)

y=ai(x)
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Sea D el conjunto de puntos (x, y) tales que x € [a, b] y
g1(x) <y < go2(x). Entonces,

//D f(x,y)dA :// F(x, y)dydx

gz(X) b rge(x)
/ / F(x y)dydx:/ / f(x, y)dydx.
i ( a Jgi(x)

D

:.————
]
w
]

Observacion: La definicion no depende del rectangulo elegido.
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Definicion (Region del tipo 1)

Supongamos que se tienen dos funciones continuas con valores
reales, hy : [c,d] — Ry ho : [c,d] — R que satisfacen hy(y) < ha(y),
para todo y € [c, d]. Sea D el conjunto de todos los puntos (x, y)
talesque y € [c,d] y hi(y) < x < ho(y). Se dice que esta region D
es de tipo 2.
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Sea D el conjunto de puntos (x, y) tales que y € [c,d] y
hi(y) < x < hy(y). Entonces,

/ /D £(x, y)dA = / / F(x, y)dxdy
/ /h1(y) F(x,y)dxdy = / /h1(y f(x, y)dxdy

y
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Definicion
Una region es de tipo 3 si es de tipo 1y tipo 2. J

B — v



Ejemplo

Calcular f01 f; exzdxdy. Observemos que la region de integracién es
un triangulo, pues y < x < 1, mientras que 0 < y < 1.

I.[]: /f

0.5 1.0

Entonces, usando Fubini tenemos

//edxdy /edA //edydx
1
:/ e~ y| dx_/ e xdx = ~e* |0_7(e—1)
0 0 2
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Propiedades

o ffD(f1 + fg)dA = ffD fidA + ffD fLdA.
o [[,afdA=« [[,fdA, donde o es una constante.
e Sif(x,y) > g(x,y) paratodo (x,y) € D, entonces

//DfdAz//ngA.

e SiD=D;UD,yademas Dy y D> sélo se tocan a lo sumo en el

borde, entonces
//fdA:// fdA+/ fdA.
D Dy D>
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Ejemplo: Calcular el volumen de un cilindro de base D y altura 1,
como muestra el dibujo

// 1dA =1.A(D) = A(D).
D
Observacion: Obtuvimos una férmula para calcular el area.

Ejercicio:
Pruebe que si m < f(x,y) < M para todo (x, y) € D, entonces

mA(D) < //D f(x,y)dA < MA(D).
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