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VALORES MAXIMOS Y MINIMOS: Introduccién

Recordemos... En CALCULO | / ANALISIS MATEMATICO | se aprende
que una de las principales aplicaciones de las derivadas ordinarias radica en
hallar los valores extremos (maximos y minimos) de funciones reales de
una variable real.

A continuacién veremos que,
andlogamente, una de las
principales aplicaciones de las
derivadas parciales consiste en
localizar los valores extremos
de funciones reales de varias
variables.

minimo
absoluto

llustracion de maximos y minimos
en funciones de dos variables

UNSL - 1° Cuatrimestre 2021 CALCULO 1l / ANALISIS MATEM. |1 MAXIMOS Y MINIMOS 2/14



VALORES MAXIMOS Y MINIMOS: Definiciones basicas

Definicién (valores maximos y minimos locales)

Sea f una funcién real de las variables reales x e y. Sea (a, b) un punto en
dom (f). Se dice que...

» f tiene un maximo local en (a, b) si existe algtin disco abierto D C
dom (f) con centro en (a, b) tal que

f(a, b) > f(x,y) para todo punto (x,y) € D.
Al nimero f (a, b) se le llama valor maximo local de f.

» f tiene un minimo local en (a, b) si existe algtin disco abierto D C
dom (f) con centro en (a, b) tal que

f(a, b) < f(x,y) para todo punto (x,y) € D.

Al nimero f (a, b) se le llama valor minimo local de f.




VALORES MAXIMOS Y MINIMOS: Definiciones basicas

Definicién (valores maximo y minimo absolutos)

Sea f una funcién real de las variables reales x e y. Sea (a, b) un punto en
dom (f). Se dice que...

» f tiene un mdximo absoluto en (a, b) si:

f(a b) > f(x,y) para todo punto (x,y) € dom(f).
Al nimero f (a, b) se le llama valor méximo absoluto de f.
» f tiene un minimo absoluto en (a, b) si:

f(a, b) < f(x,y) para todo punto (x,y) € dom(f).

Al nimero f (a, b) se le llama valor minimo absoluto de f.
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VALORES MAXIMOS Y MINIMOS: Definiciones basicas

Observaciones:

e No todo (valor) extremo local de f es un (valor) extremo absoluto.

e Cuando el dominio de f es un conjunto abierto, los extremos absolutos,
de existir, ocurren en puntos donde f tiene extremos relativos. Cuando el
dominio de f no es un conjunto abierto, esto no se puede garantizar.

Ademds, se dice que...

» f tiene un extremo local en el punto (a, b) si tiene un maximo local o
un minimo local en (a, b). En este caso, se hace referencia al nimero

f (a, b) como valor extremo local de f.

» f tiene un extremo absoluto en el punto (a, b) si tiene un maximo
absoluto o un minimo absoluto en (a, b). En este caso, se hace referencia
al nimero f (a, b) como valor extremo absoluto de f.

» | tiene un extremo en el punto (a, b) si tiene un extremo local o un
extremo absoluto en (a, b). Al hacer referencia simplemente a los valores
extremos de f se incluye tanto a los valores extremos locales como a los
valores extremos absolutos de f (si los hubiera).
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VALORES MAXIMOS Y MINIMOS: Puntos criticos

Teorema

Si la funcidn real de dos variables f (x, y) tiene un extremo local en (a, b)

v sus derivadas parciales de primer orden existen en dicho punto, entonces
fx(a,b) =f,(a, b) = 0.

DEMOSTRACION  Sea g(x) = f(x, b). Si f tiene un méaximo local o un minimo local en

(a, b), entonces g tiene un maximo local o un minimo local en a, asi que g'(a) = 0 segin
el teorema de Fermat (véase teorema 4.1.4). Pero ¢'(a) = fi(a, b) (véase ecuacioén 14.3.1)
de modo que fi(a. b) = 0. De igual manera, al aplicar el teorema de Fermat a la funcion
G(y) = f(a. y), obtenemos fi(a. b) = 0. [

e El teorema de Fermat es el resultado andlogo a este para funciones
reales de una variable.

g(ath)—g(a) def-g

def.g’ . . f(a+hb)—f(ab) def.f,
/ ( b
g (a) = /llnhﬁo h Iim -0 h

="f(ab)

UNSL - 1° Cuatrimestre 2021 CALCULO 11 / ANALISIS MATEM. |1 MAXIMOS Y MINIMOS 6/ 14



VALORES MAXIMOS Y MINIMOS: Puntos criticos

Recordemos... Si la funcién f (x, y) tiene primeras derivadas parciales
continuas en (a, b), entonces el plano tangente a la gréfica de f en el
punto (a, b, f (a, b)) existe y tiene ecuacién

z—f(ab) = f(a,b) (x—a) + (a,b) (y — b)

Observemos... En tal caso, si f tiene un extremo local en (a, b), la
ecuacién de dicho plano tangente toma la forma

z=1"f(ab)

Tenemos, entonces, lo siguiente...

Interpretacion geométrica del teorema anterior: Si la gréfica de
f tiene un plano tangente en un maximo local o en un minimo local,
este debe ser horizontal.
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VALORES MAXIMOS Y MINIMOS: Puntos criticos

Como en el caso de las funciones de una variable, los mdximos y minimos
locales se pueden alcanzar también en puntos del dominio de f en los que
fc y/o f, no existen. Como esta clase de puntos y los considerados en el
teorema anterior son importantes para encontrar los extremos locales,
reciben un nombre especial...

Definicién (puntos criticos)

Sea f una funcidn real de las variables reales x e y. Un punto (a, b) en
dom (f) se llama punto critico (o punto estacionario) de f si

o f(ab)=0y f,(ab)=0

o bien,

e f (a, b) noexiste o f,(a, b) no existe.

Observaciones:

© Todos los puntos en los que f tiene un extremo local son criticos.
@ No en todos los puntos criticos de f se alcanza un extremo local.
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EJEMPLO [p. 946]: Hallar, si existen, los valores maximo y minimo de
f(x,y) =x*>+y?—2x—6y +14

Solucién:
flry)=2x—2 Hley)=2v—6

Estas derivadas parciales son iguales a O cuando x = 1 y y = 3, de modo que el tinico
punto critico es (1, 3). Al completar el cuadrado, se encuentra que

fl,yy=4+x— 17+ (y—3)7

Puesto que (x — 1)* = 0y (v — 3)* = 0, tenemos que f(x, y) = 4 para todos los valores de
xy y. Por lo tanto, f(1, 3) = 4 es un minimo local y, de hecho, es el minimo absoluto de f.

Notas y complementos sobre este ejemplo:
f es una funcién polinémica de dos variables, por lo tanto, sabemos que...
e dom (f) = IR? (un conjunto abierto) y asi, :
de alcanzar valores extremos, estos ocurriran

entre sus puntos criticos.
e sus derivadas parciales existen en todos los
puntos del dominio, lo que nos garantiza que

(1,3) es su tnico punto critico. :
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EJEMPLO [p. 947]: Hallar, si existen, los valores extremos de

flx,y)=y>—x

Solucién:

Puesto que, f; = —2xy f; = 2y, el tinico punto critico es (0, 0). Observe que

para los puntos en el eje x, y = 0, de modo que f(x, y) = —x* < 0 (si x = 0). No
obstante, para puntos en el eje y. x = 0, de modo que f(x, y) = y* = 0 (si y # 0). Por lo
tanto, todo disco con centro en (0, 0) contiene puntos donde f toma valores positivos, asi
como puntos donde ftoma valores negativos. Por lo tanto, f(0, 0) = 0 no puede ser un
valor extremo de f, de modo que fno tiene valor extremo.

Notas y complementos sobre este ejemplo:
Nuevamente, f es una funcién polinémica de
dos variables, por lo tanto, valen las mismas
aclaraciones realizadas para el ejemplo anterior.

Observacién: Este dltimo ejemplo ilustra el hecho (ya mencionado) de que
no en todos los puntos criticos de una funcién se alcanza un valor extremo.

Un punto critico de una funcién f en el que no se alcanza un valor
extremo local (ni absoluto) se llama punto silla de .
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El siguiente teorema proporciona un criterio preciso para determinar (en
cierta clase de funciones) si en un punto critico se alcanza o no un valor
extremo local y, en caso afirmativo, de qué tipo (mdximo o minimo).

Teorema (Prueba de la segunda derivada)

Sea f una funcidn real de las variables x e y. Sea (a, b) un punto en el
que ambas derivadas parciales de f existen y se anulan (es decir,

fx (a, b) = f, (a, b) = 0). Supongamos, ademds, que las segundas
derivadas parciales de f son continuas sobre un disco abierto con centro
(a, b). Finalmente, sea

D = D (a,b) = i (a, b) £,y (a, b) — [fiy (a, b)]?

Entonces:

a) SiD>0yfx(ab) >0, f(ab) esun (valor) minimo local de f.
b) SiD >0y f(a b) <O, f(a b) es un (valor) maximo local de f.
c) SiD <0, f(a b) no es un (valor) extremo local de f.

DEMOSTRACION El alumno interesado puede encontrar la demostracién de la
parte a) al final de la seccién 14.7 [p. 953]. Las de b) y c) son similares ll
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VALORES MAXIMOS Y MINIMOS: Puntos criticos

Observaciones (relativas al teorema anterior):
e En el caso c), el punto (a, b) es un punto silla de f.

e Si D =0, la prueba no proporciona informacién: f podria tener un
méximo local, un minimo local, o bien, un punto silla en (a, b).

e Bajo las hipétesis establecidas para f, no hay puntos criticos en los que
alguna de las derivadas parciales no existe.

EJEMPLO [p. 947]: Hallar, si existen, los valores extremos locales y los
puntos silla de

flx,y)=x"+y*—axy +1
Solucién:
Primero localizamos los puntos criticos:

fear -4y f=4
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Al igualar a estas derivadas parciales con 0, se obtienen las ecuaciones

x*=y=0 y yv—x=0
Para resolver estas ecuaciones, sustituimos y = x* de la primera ecuacion en la segunda
y obtenemos
O0=x"—x=x(x>— 1) =x(x*— Dx*+ 1) =x(x>— D(x>+ )(x*+ 1)

de modo que hay tres raices reales: x = 0, 1, —1. Los tres puntos criticos son (0, 0),
(I, Dy (=1, —1.
Luego calculamos la segunda derivada parcial y D(x. y):

frx = 12,\'2 ﬁ'(y = —4 j—;w — ]2},2
("‘ \ fnﬁ1 (fh,)z = ]44.?2_\'2 — lf)
Puesto que D(0, 0) = —16 < 0. se infiere del caso c) de la prueba de la segunda

derivada que el origen es un punto silla; es decir, fno tiene maximo ni minimo
local en (0, 0). Como D(1, 1) = 128 > 0y fu{1. 1) = 12 = 0. se ve que segtin el
caso a) de la prueba que f(1. 1) = —1 es un minimo local. De igual manera,
D(—1,—1)=128> 0y fu(—1, —1) = 12 > 0, de modo que f(—1, —1) = —1
es también un minimo local.
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En la figura 5 se ilustra el mapa de contorno de
la funcién f del ejemplo 3. Las curvas de nivel
cercade (1, 1) yde(—1, —1) son de forma
oval e indican que a medida que se aleja de
(1, 1y o (—1, —1) en cualquier direccion, los
valores de fson crecientss. Las curvas de nivel
cerca de (0, 0), por otra parte, se asemejan a
hipérbolas y dejan ver que cuando se aleja del
origen (donde el valor de fes 1), los valores de
fdecrecen en algunas d|recc:|0nes pero crecen
en otras. Por lo tanto, el mapa de contorno
sugiere la presencia de los minimos y del punto
de silla que se encontrd en el ejemplo 3.

Observacidn: Los mapas de contorno pueden servir para estimar la
ubicacién de los puntos criticos.
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