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VALORES M�AXIMOS Y M�INIMOS: Introducci�on

Recordemos... En C�ALCULO I / AN�ALISIS MATEM�ATICO I se aprende
que una de las principales aplicaciones de las derivadas ordinarias radica en
hallar los valores extremos (m�aximos y m��nimos) de funciones reales de
una variable real.

A continuaci�on veremos que,
an�alogamente, una de las
principales aplicaciones de las
derivadas parciales consiste en
localizar los valores extremos
de funciones reales de varias
variables.

Ilustraci�on de m�aximos y m��nimos
en funciones de dos variables
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VALORES M�AXIMOS Y M�INIMOS: De�niciones b�asicas

De�nici�on (valores m�aximos y m��nimos locales)

Sea f una funci�on real de las variables reales x e y. Sea (a, b) un punto en
dom (f ). Se dice que...

I f tiene un m�aximo local en (a, b) si existe alg�un disco abierto D �
dom (f ) con centro en (a, b) tal que

f (a, b) � f (x , y) para todo punto (x , y) 2 D.

Al n�umero f (a, b) se le llama valor m�aximo local de f .

I f tiene un m��nimo local en (a, b) si existe alg�un disco abierto D �
dom (f ) con centro en (a, b) tal que

f (a, b) � f (x , y) para todo punto (x , y) 2 D.

Al n�umero f (a, b) se le llama valor m��nimo local de f .
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VALORES M�AXIMOS Y M�INIMOS: De�niciones b�asicas

De�nici�on (valores m�aximo y m��nimo absolutos)

Sea f una funci�on real de las variables reales x e y. Sea (a, b) un punto en
dom (f ). Se dice que...

I f tiene un m�aximo absoluto en (a, b) si:

f (a, b) � f (x , y) para todo punto (x , y) 2 dom (f ) .

Al n�umero f (a, b) se le llama valor m�aximo absoluto de f .

I f tiene un m��nimo absoluto en (a, b) si:

f (a, b) � f (x , y) para todo punto (x , y) 2 dom (f ) .

Al n�umero f (a, b) se le llama valor m��nimo absoluto de f .
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VALORES M�AXIMOS Y M�INIMOS: De�niciones b�asicas

Observaciones:
� No todo (valor) extremo local de f es un (valor) extremo absoluto.
� Cuando el dominio de f es un conjunto abierto, los extremos absolutos,
de existir, ocurren en puntos donde f tiene extremos relativos. Cuando el
dominio de f no es un conjunto abierto, esto no se puede garantizar.

Adem�as, se dice que...
I f tiene un extremo local en el punto (a, b) si tiene un m�aximo local o
un m��nimo local en (a, b). En este caso, se hace referencia al n�umero
f (a, b) como valor extremo local de f .
I f tiene un extremo absoluto en el punto (a, b) si tiene un m�aximo
absoluto o un m��nimo absoluto en (a, b). En este caso, se hace referencia
al n�umero f (a, b) como valor extremo absoluto de f .
I f tiene un extremo en el punto (a, b) si tiene un extremo local o un
extremo absoluto en (a, b). Al hacer referencia simplemente a los valores
extremos de f se incluye tanto a los valores extremos locales como a los
valores extremos absolutos de f (si los hubiera).
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VALORES M�AXIMOS Y M�INIMOS: Puntos cr��ticos

Teorema

Si la funci�on real de dos variables f (x , y) tiene un extremo local en (a, b)
y sus derivadas parciales de primer orden existen en dicho punto, entonces
fx (a, b) = fy (a, b) = 0.

Notas y complementos de la demostraci�on anterior:

� El teorema de Fermat es el resultado an�alogo a este para funciones
reales de una variable.

� g 0 (a) def.g
0

= l ı́mh!0
g (a+h)�g (a)

h

def.g
= l ı́mh!0

f (a+h,b)�f (a,b)
h

def.fx= fx (a, b)
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VALORES M�AXIMOS Y M�INIMOS: Puntos cr��ticos

Recordemos... Si la funci�on f (x , y) tiene primeras derivadas parciales
continuas en (a, b), entonces el plano tangente a la gr�a�ca de f en el
punto (a, b, f (a, b)) existe y tiene ecuaci�on

z � f (a, b) = fx (a, b) (x � a) + fy (a, b) (y � b)

Observemos... En tal caso, si f tiene un extremo local en (a, b), la
ecuaci�on de dicho plano tangente toma la forma

z = f (a, b)

Tenemos, entonces, lo siguiente...

Interpretaci�on geom�etrica del teorema anterior: Si la gr�a�ca de
f tiene un plano tangente en un m�aximo local o en un m��nimo local,
este debe ser horizontal.
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VALORES M�AXIMOS Y M�INIMOS: Puntos cr��ticos

Como en el caso de las funciones de una variable, los m�aximos y m��nimos
locales se pueden alcanzar tambi�en en puntos del dominio de f en los que
fx y/o fy no existen. Como esta clase de puntos y los considerados en el
teorema anterior son importantes para encontrar los extremos locales,
reciben un nombre especial...

De�nici�on (puntos cr��ticos)

Sea f una funci�on real de las variables reales x e y . Un punto (a, b) en
dom (f ) se llama punto cr��tico (o punto estacionario) de f si

� fx (a, b) = 0 y fy (a, b) = 0
o bien,
� fx (a, b) no existe o fy (a, b) no existe.

Observaciones:

1 Todos los puntos en los que f tiene un extremo local son cr��ticos.

2 No en todos los puntos cr��ticos de f se alcanza un extremo local.
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EJEMPLO [p. 946]: Hallar, si existen, los valores m�aximo y m��nimo de

f (x , y) = x2 + y2 � 2x � 6y + 14
Soluci�on:

Notas y complementos sobre este ejemplo:
f es una funci�on polin�omica de dos variables, por lo tanto, sabemos que...
� dom (f ) = R2 (un conjunto abierto) y as��,
de alcanzar valores extremos, estos ocurrir�an
entre sus puntos cr��ticos.
� sus derivadas parciales existen en todos los
puntos del dominio, lo que nos garantiza que
(1, 3) es su �unico punto cr��tico.
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EJEMPLO [p. 947]: Hallar, si existen, los valores extremos de

f (x , y) = y2 � x2

Soluci�on:

Notas y complementos sobre este ejemplo:
Nuevamente, f es una funci�on polin�omica de
dos variables, por lo tanto, valen las mismas
aclaraciones realizadas para el ejemplo anterior.

Observaci�on: Este �ultimo ejemplo ilustra el hecho (ya mencionado) de que
no en todos los puntos cr��ticos de una funci�on se alcanza un valor extremo.

Un punto cr��tico de una funci�on f en el que no se alcanza un valor
extremo local (ni absoluto) se llama punto silla de f .
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El siguiente teorema proporciona un criterio preciso para determinar (en
cierta clase de funciones) si en un punto cr��tico se alcanza o no un valor
extremo local y, en caso a�rmativo, de qu�e tipo (m�aximo o m��nimo).

Teorema (Prueba de la segunda derivada)

Sea f una funci�on real de las variables x e y . Sea (a, b) un punto en el
que ambas derivadas parciales de f existen y se anulan (es decir,
fx (a, b) = fy (a, b) = 0). Supongamos, adem�as, que las segundas
derivadas parciales de f son continuas sobre un disco abierto con centro
(a, b). Finalmente, sea

D = D (a, b) = fxx (a, b) fyy (a, b)� [fxy (a, b)]2

Entonces:
a) Si D > 0 y fxx (a, b) > 0, f (a, b) es un (valor) m��nimo local de f .
b) Si D > 0 y fxx (a, b) < 0, f (a, b) es un (valor) m�aximo local de f .
c) Si D < 0, f (a, b) no es un (valor) extremo local de f .

El alumno interesado puede encontrar la demostraci�on de la
parte a) al �nal de la secci�on 14.7 [p. 953]. Las de b) y c) son similares �
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VALORES M�AXIMOS Y M�INIMOS: Puntos cr��ticos

Observaciones (relativas al teorema anterior):

� En el caso c), el punto (a, b) es un punto silla de f .

� Si D = 0, la prueba no proporciona informaci�on: f podria tener un
m�aximo local, un m��nimo local, o bien, un punto silla en (a, b).

� Bajo las hip�otesis establecidas para f , no hay puntos cr��ticos en los que
alguna de las derivadas parciales no existe.

EJEMPLO [p. 947]: Hallar, si existen, los valores extremos locales y los
puntos silla de

f (x , y) = x4 + y4 � 4xy + 1
Soluci�on:
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Observaci�on: Los mapas de contorno pueden servir para estimar la
ubicaci�on de los puntos cr��ticos.
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