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Plano tangente
Regla de la cadena

Repaso de célculo |,

'@ = i fla+ hf)]— f(a)

Definicion
Si f es una funcién de dos variables, sus derivadas parciales son las
funciones f, y f, definidas por

. f(x+hy) — f(x,
(x,y) = lim LR 2]

. fx,y+h —f(x,y

Algunas notaciones son: f(x,y) = 9 = 2 f(x,y).
Ejemplo: Sea f = x2 + y*x

f(x,y) =2x+ y*
f,(x,y) = 4y®x.
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Repaso (Calculo I)

SEA:

m = f'(x0)

ECUACION RECTA TANGENTE:

¥ —¥o = f' (o) (x — x0)

L2k B - Punto de tangencia

Py = (x0i%0)

Ahora, buscamos...

e s



Plano tangente
Regla de la cadena

Ecuacion de un plano
A(Xx —X0) + B(y — y0) + C(z — 20) = 0
Depejemos z
A(X = Xo) + B(y — y0) = —=C(z — 20)

—A -B
?(X_XO)‘F?(}/_YO):Z_ZO

?(X*X0)+T(Y*YO)+ZOZZ

Sillamamos a= 'y b= =2, nos queda

a(x —xo) +b(y —yo) + 20 =2
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Tangente

= ()

Plano y=y,

e s
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Intersecamos la ecuacion del plano: a(x — xo) + b(y — yo) + 20 =
con el plano y = y,.
Nos queda a(x — xp) + 20 = Z

¢Quién es a?
Siz = f(x,y) lacurva Cy es g(x) = f(x, o), luego
a=g'(x) = (X, yo)-

Andlogamente, si intersecamos con el plano x = Xxg,
nos queda b(y — yo) + Zo = z donde b = f,(xo, ¥o)-
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Plano tangente

Suponga que las derivadas parciales son continuas. La ecuacién del
plano tangente a la superficie z = f(x, y) en el punto P = (X, Yo, 20)
es

fu(x0, Yo0)(X — Xo) + fy (X0, Yo)(¥ — Yo) + 20 = Z.

Ejemplo: Calcule el plano tangente a z = 2x? 4 y2 = f(x, y) en el
punto (1,1, 3).

Observar que (1,1,3) = (1,1,f(1,1)) tenemos que calcular f,(1,1) y
fy(1,1). En efecto,

f(x,y) = 4x f(1,1) =4,

f(x,y) =2y f,(1,1)=2.
La ecuacion del plano tangente queda
4(x—-1)+2(y—1)+3=2z
O dicho de otra forma
4x +2y —3=z.
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Seaz=2x?+y?yL(x,y)=4(x —1)+2(y — 1) + 3 decimos que L
es la linealizacién de fen (1,1).

f(x,y)=4(x—1)+2(y —1)+3

Es la aproximacion lineal o aproximacion del plano tangente a f en

(1,1).

f(1.1,0.95) ~ 4(1.1 — 1) +2(0,95-1) -3 =3.3
f(1.1,0.95) = 2(1.1)% 4 (0.95)? = 3.3225
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Consideremos la siguiente funcion:

Xy :
— m SI (X,y);é(0,0)

wn={ 57 3 oo

Calculemos f,(0, 0) = limj,_,o [(@n9=10.0)

2,2\ 2 2,3 5,2

Pero f(x,y) = y(X(;rz};_}),z)gyX = yx(jz':_yzz)g Y

Las derivadas parciales respecto a x e y no son continuas en el
origeny f,(0,0) = £(0,0) = 0.

f(x,y) ~ £(0,0) + 0.(x —0) +0.(y —0) =0  f(x,x) =

= |imh%0 % =0.

2
x2+x2
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Repaso Cdlculo 1

Recordemos la definicion de derivada

fla+ Ax) — f(a)
AX—0 Ax T Ax—0 AX

Obtenemos la siguiente expresion, donde 1 — 0, cuando Ax — 0

Ay
— —f'(a) = &;.
Ax () = e
Luego,
Ay — f'(a)Ax = e1 Ax
Finalmente,

Ay = f'(a)Ax + g1 Ax
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Definicion

Si z = f(x, y) entonces f es diferenciable en (a, b) si Az se puede
expresar de la forma

Az = f(a, b)Ax + f,(a, b)Ay + e1Ax + e2Ay

donde 1 y > tienden a 0 cuando Ax y Ay tienden a 0.

Teorema

Si las derivadas parciales f, y f, existen cerca de (a, b) y son
continuas en (a, b), entonces f es diferenciable en (a, b).

Ejemplo: f(x,y) = x> + y°x
o fx(x,y) = 2x + y3 es continua.
e f,(x,y) = 3y?x es continua.
Luego f es diferenciable.
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Demostracion

Az =fla+ Ax,b+ Ay) —f(a,b).
Sumando y restando f(a, b+ Ay), nos queda

Az=fla+ Ax,b+ Ay)—f(a, b+ Ay)+ f(a,b+ Ay) — f(a, b).
Tomemos la funcion de una variable
g(x) = f(x,b+ Ay) entonces g (x) = fi(x,b+ Ay).
Por el teorema del valor medio
g(a+ Ax) — g(a) = g'(u)Ax.
Anélogamente,

hy)="fay) H(y)=f(ay) hlb+Ay)-h(b)="H(v)Ay.
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Az =f(a+ Ax,b+ Ay)—f(a,b+ Ay) + f(a,b+ Ay) — f(a, b)
= g'(u)Ax + W (v)Ay
= f(u,b+ Ay)Ax + f,(u,b+ Ay)Ay
= fv(a, b)Ax + (f(u, b+ Ay) — f(a, b)) Ax
+fy(a, b)Ay + (f,(u, b+ Ay) — fy,(a,b))Ay
= f(a, b)Ax + e1Ax + f,(a, b)Ay + e2Ay.

Observacion: Cumple la definicién de diferenciable.
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Diferenciales

En Célculo I, sea y = f(x) se define su diferencial como:
dy = f'(x)dx. Si

dy = f'(a)(x —a) entonces f(x) ~ f(a) + dy cerca de a
Sea z = f(x, y) proponemos calcular su diferencial como:

0 0
0z = f(x,y)ox + f(x, y)dy = 5=+ 8—5dy

{a+Aax,b+ Ay, fla+Ax, b+ Ay))
superficie z= f(x.¥) /.

v
. A
y=Jix) .y . dz
s )
A i o —
5 |Ay —
/ - - fla.b)
e dy —
- dx=Ax — —
. \ I I (a+Ax.b+Ay.0)
x —_— Y
o \ a atAx x @.b0)  Ay—gy T \
: : plano tangente

recta lungcnlc - )
¥y= fla)+ fla)ix—a) 2= fla,b)= f,la. b)(x —a) + f la, b)(y — b
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Sea
dz = fi(x,y)dx + f,(x, y)dy
Sitomamos dx = x — ay dy = y — b, entonces
dz = fy(a, b)(x — a) + f,(a, b)(y — b)

Luego
f(x,y) =~ f(a,b) + dz

a+Ax,b+ Ay, flatAx. b+ Ay))
superficie z = fix,y) '3

plano tangente
z— fla. b)= f.la. b)ix —a) +_r’_‘.|a. bliy—b)
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Funciones de 3 o mds variables

e La aproximacion lineal es:
f(x,y,z) = f(a,b,c) + f(a,b,c)(x —a)+ f,(a, b,c)(y — b)
+ f,(a,b,c)(z — ¢).

e Si w = f(x,y, z) entonces el incremento es

Aw = f(x + AX,y + Ay, z+ Az) — f(x, y, 2).

o El diferencial de dw = 2%dx + Gudy + Mz
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Sea y = f(x) y x = g(f) (funciones de una variable).
¢, Como se deriva la composicion y = f(g(t))?
Respuesta:

ay _ ¢ iy - df ax

Ahora, sea z = f(x, y) diferenciable y sean x = g(t) e y = h(t)
funciones derivables en f.
¢, Como se deriva z = f(g(t), h(t)) como funcion de t?

Respuesta:
dz dfdx dfdy

dt ~dxdt ' dy o
Teorema: Caso I de Regla de la cadena

Suponga que z = f(x, y) es una funcién de x e y diferenciable,
donde x = g(t) e y = h(t) son funciones de t diferenciables.
Entonces z es una funcion de t diferenciable y

dz _dfax, drdy
dt  dxdt dyadt’
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Demostracion

Por la definicion de diferenciable sabemos

of of
Az=—A —A A Ay.
z X X+8y Y t+e1AX +e2Ay
Si divimos la ecuacion por At
Az  of Ax  Of Ay Ay

At~ ox At 5;3?*12§*f2Ar

Tomando limite cuando At — 0

% = lim E

at  at—o At

8—flingraf —erIlm &1 I|mg+llm €o Iimﬂ
0x At—0 At~ 0y a0 At aro T atfo At T atto 2 atto At
daf dx df dy

“axat T dydt
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Ejemplo: Sea z = f(x,y) = x? + y2, x(t) = sint e y(t) = 3¢,
calcular la derivada respecto de t de z = f(x(t), y(t)).
Observacion: f es diferenciable y x e y son derivables.

Recordemos
dz _ dfdx  dfdy
dt  dxdt dydt’

En particular

af af dx ﬂ_ ;

a—ZX, d—nyy, o = cost, of = 3¢'.
Luego

az

o 2sintcost + 2.3e!.3e! = 2sintcost + 186
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Caso 2 de regla de la cadena
Suponga que z = f(x, y) es una funcién diferenciable de x e y,
donde x = g(s, t) e y = h(s, t) son funciones diferenciables de sy t.

Entonces
dz dfdx df Q

ds ~dxds T dyds
dz _ dfadx  dfdy
dt  dxdt dyadt’

Idea: Estamos mirando las derivadas parciales de
z(s,t) = f(g(s, 1), h(s, 1)).
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Ejemplo: Sea z = x2+ y2, x = s+ t, y = st. Calcular Z.
Como todo es diferenciable podemos usar el teorema, es decir

dz _dfdx  df dy
ds dxds dyds
En particular,

af _
dx

daf ax dy

= =2y, = =A
) dy .y

2x —= =
" ds " ds

t.

Finalmente

dz _ dof dr  of dy
ds dxds dyds
=2(s+1).1 +2(st)t = 25 + 2t + 2st?.

Ejercicio: Calcular %.
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Regla de la cadena (version general)

Teorema

Suponga que u es una funcion diferenciable de las n variables
X1, , Xp ¥ cada x; es una funcion diferenciable de las m variables
t, -+, tn. Entonces u es una funciénde ty,--- , tn

du_ dudx . dudk,
dt; - dx; dt; axn dti.

paracadai=1,--- , m.
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Ejemplos de derivacion implicita

Suponemos que una ecuacién de la forma F(x, y) = 0 define a y en
forma implicita como una funcion diferenciable de x, es decir,

y = f(x) donde F(x, f(x)) = 0 para toda x en el dominio de f.

Si F es diferenciable usamos regla de la cadena

dFax  dFdy
dxdx dyadx
Ademas 4 oF
X .
o 1 si @ # 0.
Despejando
dy _—%
dx &
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Ejemplo: Determine y’, si x* + y* = 2xy.
Es decir
F=x*+y*—2xy=0.

Podemos usar

o _-%
ax %;
En particular
aF 3 aF 4
af4x -2y d7y74y — 2X.
Finalmente
dy  4x3-2y

dx 4y3 — 2x
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Suponemos que z esta dada en forma implicita como una funcién
z = f(x, y) mediante una ecuacion de la forma F(x, y, z(x,y)) = 0.
Si F y f son diferenciables,aplicamos regla de la cadena

OFox dFdy dFaz
dxdx dydx dzadx

dx ay _
Observemos que g =1y & =

Luego,
dF , dFdz _
dx dzadx
Si & +£o0, .
az % az dy

dx ~ dF dv ~ dF°
ax a dy a
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