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FUNCIONES VECTORIALES: Introducci�on

Como ya sabemos...

En general, una funci�on es una regla que asigna a cada elemento
de un conjunto (llamado dominio) un elemento de otro conjunto
(llamado rango o contradominio). Los elementos de este �ultimo
se llaman valores (o im�agenes) de la funci�on.

Hasta aqu��...

� En C�ALCULO I / AN�ALISIS MATEM�ATICO I se estudiaron funciones
reales (con valores en R) de una variable independiente (tambi�en en R).
� En este curso, se analizaron funciones reales de dos o m�as variables
independientes (tambi�en reales).

A continuaci�on...

Consideraremos funciones de una variable independiente que, como
antes, representa un n�umero real, pero cuyos valores no son n�umeros

sino vectores.
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FUNCIONES VECTORIALES: De�niciones b�asicas

De�nici�on (funci�on vectorial)

Una funci�on vectorial r es una regla que asigna a cada n�umero t en
cierto subconjunto D de R un �unico vector que se denota por r(t).

Tal como en el caso de las funciones reales (o escalares):

El conjunto D se llama dominio de r.

El vector r(t) se llama valor de r en t o imagen de t bajo r.

Es usual la letra t para denotar la variable independiente porque
esta representa el tiempo en la mayor��a de las aplicaciones de las
funciones vectoriales.

El conjunto de todos los vectores que son im�agenes bajo r de alg�un
n�umero en su dominio, esto es,

fr(t) j t 2 Dg

se llama rango o contradominio de r.
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FUNCIONES VECTORIALES: De�niciones b�asicas

Entre las funciones de esta clase, las que resultan de inter�es con mayor
frecuencia en las aplicaciones son aquellas cuyas im�agenes (o valores)
son vectores tridimensionales. Por lo tanto, a continuaci�on, centramos
nuestra atenci�on en ellas.

El dominio D se puede representar geom�etricamente por puntos en una
recta real. Por ejemplo:

� En la �gura anterior, D es un intervalo cerrado, pero en general, D
podr��a ser cualquier otro tipo de conjunto de n�umeros reales.
� En la misma �gura se representa tambi�en el vector de posici�on de r(t)
en un sistema de coordenadas en tres dimensiones.
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Observaciones (demostraci�on del teorema siguiente):
� Como cada t en el dominio D de r tiene asignado uno y solo uno de los
vectores en su contradominio, las componentes de dicho vector est�an
determinadas de manera �unica por t y son, por lo tanto, funciones
escalares (en nuestro contexto, funciones reales) de t. Entonces, si se
denotan estas funciones por f , g y h, se puede escribir:

r(t) = hf (t) , g (t) , h (t)i o bien, r(t) = f (t) i+ g (t) j+ h (t) k.

� Inversamente, si f , g y h son funciones escalares con dominios Df , Dg y
Dh respectivamente, tales que ∅ 6= Df \Dg \Dh = D, entonces, para
cada t en D, se puede de�nir un vector �unico r(t) mediante las ecuaciones
anteriores.

Teorema

Si D es un subconjunto no vac��o de R, entoces r es una funci�on vectorial
con dominio D si y s�olo si existen funciones escalares f , g y h , con
dominios Df , Dg y Dh respectivamente, tales que Df \Dg \Dh = D y

r(t) = hf (t) , g (t) , h (t)i = f (t) i+ g (t) j+ h (t) k
para todo t en D.
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FUNCIONES VECTORIALES: De�niciones b�asicas

Las funciones f , g y h del teorema anterior son llamadas funciones
componentes de r.

EJEMPLO [p. 840 (1)]: Sea

r(t) =
D
t3, ln (3� t) ,

p
t
E

Entonces, las funciones componentes de r son

f (t) = t3 g (t) = ln (3� t) h (t) =
p
t

y sus respectivos dominios son

Df = R

Dg = ft 2 R j 3� t > 0g = (�∞, 3)
Dh = ft 2 R j t � 0g = [0,+∞)

Por lo tanto, el dominio de la funci�on vectorial r es

D = R\ (�∞, 3) \ [0,+∞) = [0, 3)
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El l��mite de una funci�on vectorial puede de�nirse a trav�es de los l��mites de
sus funciones escalares componentes...

De�nici�on (l��mite de una funci�on vectorial)

Sea r(t) = hf (t) , g (t) , h (t)i una funci�on vectorial cuyo dominio D
contiene puntos arbitrariamente cercanos al n�umero real a. Entonces

l ı́m
t!a

r(t) =
D
l ı́m
t!a
f (t) , l ı́m

t!a
g (t) , l ı́m

t!a
h (t)

E
siempre que exista el l��mite cuando t ! a de cada funci�on componente.

Tambi�en se puede utilizar para este l��mite una de�nici�on tipo ε-δ...

EJERCICIO (s�olo matem�aticos): Probar que l ı́mt!ar(t) = b si y s�olo si
para todo n�umero ε > 0 existe un n�umero δ > 0 tal que:

si t 2 D y 0 < jt � aj < δ entonces kr(t)� bk < ε

Geom�etricamente: Las de�niciones anteriores establecen que l ı́mt!ar(t)
es igual a b si y s�olo si la longitud y direcci�on del vector r(t) se aproximan
a la longitud y direcci�on del vector b cuando la variable t tiende al n�umero
real a.
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EJEMPLO [p. 840 (2)]: Determinar el l��mite cuando t tiende a 0 de

r(t) =
�
1+ t3

�
i+ te�t j+

sen t

t
k

Soluci�on: Seg�un la de�nici�on de l��mite de una funci�on vectorial, el l��mite
de r es el vector cuyas componentes son los l��mites de sus funciones
componentes (en caso de que todos ellos existan). Entonces:

l ı́m
t!0

r(t) =

�
l ı́m
t!0

�
1+ t3

��
i+

�
l ı́m
t!0
te�t

�
j+

�
l ı́m
t!0

sen t

t

�
k

=
�
1+ 03

�
i+

0

e0
j+

�
l ı́m
t!0

cos t

1

�
k

= (1) i+

�
0

1

�
j+

�
1

1

�
k

= i+ k

NOTA: Los primeros dos l��mites se pueden calcular por reemplazo directo
del valor num�erico de inter�es (t = 0); en cambio, para la �ultima compo-
nente, se obtiene una indeterminaci�on del tipo 0/0, por lo tanto, se aplica
antes la regla de L�Hôpital estudiada para funciones reales de una variable.
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De�nici�on (continuidad de funciones vectoriales)

Una funci�on vectorial r es continua en un punto a de su dominio si

l ı́m
t!a

r(t) = r(a)

Observaci�on: La funci�on vectorial del ejemplo anterior no es continua

en 0. En efecto, aunque existe l ı́mt!0r(t) = h1, 0, 1i, no podemos com-
parar dicho vector con la imagen bajo r de 0, puesto que 0 no es un pun-
to en el dominio de r (la �ultima componente de r no est�a de�nida en 0).

Otro ejemplo: La funci�on vectorial r(t) = h1+ t, 2+ 5t,�1+ 6ti s��

es continua en 0. En efecto,

l ı́m
t!0

r(t) =

�
l ı́m
t!0

(1+ t) , l ı́m
t!0

(2+ 5t) , l ı́m
t!0

(�1+ 6t)
�
= h1, 2,�1i
= r(0)

EJERCICIO (todas las carreras): Probar que la funci�on vectorial r(t) =
hf (t) , g (t) , h (t)i es continua en a si y s�olo si sus componentes lo son.
Observaci�on: La funci�on vectorial del ejemplo anterior es continua no
s�olo en 0, sino en todos los puntos de R, ya que todas sus funciones
componentes lo son (pues son polinomios).
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